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VIII PRÉFACE. 

lanémenl deux systèmes de notations qui doivent subsister 
définitivement : celui de Jacob), constamment suivi par 
M. Hermite, dans toutes ses recherches, et celui de M. Weier- 
strass. Le passage de l'un de ces systèmes à l'autre est aisé : 
néanmoins, il importe de les conserver tous les deux ; car, 
suivant les cas, les applications sont plus faciles dans l'un 
des systèmes que dans l'autre. En outre, après avoir lu un 
Traité élémentaire, le lecteur doit connaître lesdeux systèmes, 
afin de pouvoir lire ensuite les Livres ou les Mémoires écrits 
dans chacun d'eux. 

Pour préparer les applications, nous avons étudié avec soin 
les cas particuliers où les valeurs des fonctions elliptiques 
sont réelles, les seuls qui puissent se présenter en Mécanique 
et en Physique. 

Chaque Théorie est suivie immédiatement de quelques 
applications ; ainsi l'étude de la fonction p de M. Weierstrass, 
quand Tune des périodes est réelle et l'autre purement ima- 
ginaire, est suivie d'applications à la cubique plane, à la 
lemniscale, au pendule sphériquc, au mouvement d'un corps 
pesant de révolution suspendu par un point de son axe ; 
l'étude des fondions de Jacobi, pour le cas où le module est 
réel et plus petit que un, est suivie d'applications à la biqua- 
dratique gauche, à la surface des ondes, au pendule simple, à 
l'élastique plane, à la corde à sauter, aux mouvements à la 
Poinsot ; l'étude de la fonction p, dans le cas de deux périodes 
imaginaires conjuguées, est suivie de l'apphcation au mou- 
vement d'un projectile dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle au cube de la vitesse. Viennent ensuite 
quelques applications au problème de Lamé et au problème 
de l'élastique plane sous pression normale constante, dont les 
intégrales, découvertes par M. Maurice Lévy, ont été conver- 
ties en formules elliptiques par Halphen. 

L'Ouvrage se termine par la Théorie des fonctions que 
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M. Hermile a appelées /o/ic/fo/^^ doublement périodiques de 
deuxième ou de troisième espèce, avec applications à l'équa- 
tion de Lamé et aux équations de M. Picard, et par quelques 
notions élémentaires sur les fonctions modulaires qui four- 
nissent l'exemple le plus simple des fonctions fuchsiennes et 
kleinéennes de M. Poincaré. Comme pour les fonctions 
elliptiques, nous donnons pour les fonctions doublement 
périodiques de deuxième espèce deux formes essentielles : 
décomposition en facteurs et décomposition en éléments 
simples, d'après M. Hermite; puis nous indiquons, pour 
les fonctions de troisième espèce, deux formes analogues, en 
employant l'élément simple introduit par M. Appell. 

Les principales formules sont résumées dans un Tableau 
placé à la fin du Volume. Sauf dans Texposé de la transfor- 
mation de Landen, nous n'avons pas donné de Tables numé- 
riques, car, dans la plupart des cas, les séries définissant les 
fonctions à calculer sont si rapidement convergentes, que les 
premiers termes suffisent dans les applications. On trouvera 
des exemples de calculs numériques à la fin du Calcul intè- 
s;ral de M. J. Bertrand et dans les Tables de Hoiiel. 

Nous espérons qu'après avoir étudié cet Ouvrage, le lecteur 
pourra se servir des fonctions elliptiques comme des fonctions 
Irigonomé triques. Nous avons choisi des applications aussi 
^ariées que possible : on en trouvera d'autres, d'une grande 
élégance, dans le Traité de M. Greenliill. Quant aux dévelop- 
pements théoriques, nous pensons avoir mis le lecteur à 
même de lire les grands Traités de Briot et Bouquet, d'Hal- 
phen, de MM. Tannery et Molk, et de se servir utilement des 
feuilles de M. Schwarz. 

Paris, 27 septembre 1896. 
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CHAPITRE I. 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 



I. — GÉNÉRALITÉS SUR LES FONCTIONS UNIFORMES. 

1 . Fonction régulière en un point. Zéros. — Une fonction d'une 
variable imaginaire u=^x -\-yi est dite uniforme pour toutes les 
valeurs de u quand elle n'a qu'une valeur pour chaque valeur de u : 

par exemple-) cosa, tangi^ sont des fonctions uniformes. On 

dit aussi, en représentant la variable u=^x -\-yi par le point d'un 
plan de coordonnées x et y, que la fonction est uniforme dans 
tout le plan. Nous ne nous occuperons que de fonctions de cette 
nature. Une fonction uniforme /(w) est régulière en un point a 
quand on peut, dans un cercle ayant ce point comme centre, la 
développer par la formule de Taylor en une série procédant sui- 
vant les puissances positives croissantes de u — a 

Zéros. — Une fonction /(a) régulière au point u = a admet ce 
point comme zéfo quand f{a) est nul : si f'{a) n'est pas nul le 
zéro est simple. Si un certain nombre de dérivées /'(a), f"{a), . . . 
sont nulles, f^"^{a) étant la première dérivée non nulle, le zéro 
u = a est d'ordre 71 : on peut alors écrire le développement ci- 

A. ET !.. I 
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dessus 

(2) Au) = (u-a)n^(u), 

OÙ le facteur g{u) est une série entière en (w — a) ne s^annulant 
pas pour u^a. 

2. Points singuliers. Pôles. Résidus. Points singuliers essen- 
tiels. — Lorsqu'une fonction uniforme /(u) n'est pas régulière 
en un point déterminé a, on dit que ce point est un point singulier. 
C'est un point singulier isolé quand on peut décrire de a comme 
centre un cercle assez petit pour que la fonction n'ait pas d'autre 
point singulier dans ce cercle. 

Pâles, — Un point singulier a est un pôle quand il est isolé et 
quand la fonction devient infinie en ce point à la façon d'une 
fraction rationnelle. Pour préciser, le point a est un pôle, quand 
la fonction /(w) devient infinie en ce point et qu'il existe une 
fraction rationnelle 

ç(«,= A , A, , . A«_, 



— a (u — a)* {u — a)^ 

telle que la différence 

/(W)-Ç(IX) 

soit régulière au point a; les lettres A, A|, . . . , Aa_i désignant 
des constantes. La fraction rationnelle ç(m) s'appelle la partie 
principale de la fonction /(«) relative au pôle a; le coefficient A 

de est le résidu relatif à ce pôle : l'entier a est l'ordre ou 

u — a *^ 

degré du pôle. On a alors, dans un certain cercle de centre a, 

/(a)=(?(a)4-^(a), 

g{u) étant une fonction régulière au point a : on en conclut, en 
réduisant le second membre au même dénominateur {u — «)«, 



(a — a)a 

G(w) étant une fonction régulière au pointa, différente de zéro 
pour u^=a. 
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Nous dirons aussi que le point a est un infini d Wdre a de la 
fonction. 

Points singuliers essentiels, — Quand un point singulier n'est 
pas isolé ou qu'étant isolé il n'est pas un pôle, on dit qu'il est un 
point singulier essentiel. Nous ne nous occupons dans la suite 
que de fonctions dont les seuls points singuliers à distance finie 
sont des pôles. 

3. Remarque sur les zéros et les pôles. — Si le point a est un 
zéro d'ordre n de la fonction /(m), il est un pôle simple de ré- 
sidu n dans la dérivée logarithmique "y -; en effet, on a alors, 
dans le voisinage de u = a, 

/(w) = (M — a)'»^(M), 

puis en prenant les logarithmes et les dérivées 

f{u) ^ n ^ g'{u)^ 
/{u) u^a g{u)' 

comme g (u) n'est pas nul pour u = a, le rapport ^-^ — ^ est une 
fonction régulière au point a; donc ce point est un pôle simple de 
résidu n de "y " ■ De même, si le point a = a est un pôle d'ordre a 

de /(w), il est un pôle simple de résidu — a de "^ * On a en effet, 
dans cette hypothèse, au voisinage de a, 



/(") = 



G(u) 



d'où 

f'(u) ^ -« , G-(ix), 
/(u) u-a "^ G(a)' 

comme G (m) ne s'annule pas pour u:=a, ^ est une fonction 
régulière en a et le théorème est démontré. 

4. Point à l'inflni. — Pour étudier une fonction /(u) de u 
quand u devient très grand, on fait ^^ = —, et l'on suppose u' très 
petit. La fonction /{u) est dite régulière au point u = cc 
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quand/( — j est régulière au point «':= o : on a alors, pour des 
valeurs très petites de u\ 

/ f -^ j = ao -+- a, a'-h a, w'» 4-. . . , 

et par suite, pour des valeurs très grandes de a, 

/(a)=ao-ha, i-i-a,Qj 4-.... 

Lorsque la fonction est ainsi régulière au point oo, le point oo 
est un zéro d'ordre n quand a^^ a^ • • m <^n-\ sont nuls, an étant 
différent de zéro. La fonction s'annule alors à Tinfini comme 

(-")"■ ... 

Le point infini est un pôle ou un point singulier essentiel pour 
f{u) quand le point ?/'= o est un pôle ou un point essentiel pour 

/(—,]• Supposons que ce soit un pôle : alors, par définition, on a 

pour de petites valeurs de il 

.^ / I \ A Al Aq^—i , ,. 

•^ \u J u M» M» " * ' 

c'est-à-dire, pour de grandes valeurs de «, 

f{u)= Am+ AiM*-h...-i- Aoi-ia«4-ao-t-«i — Haj( — j H- 

La partie 

ç(a)=Aa-4-AiM*-H...-i- Aa-i m", 

qui devient infinie au pôle w = oo, est la partie principale relative à 
ce pôle, a est l'ordre du pôle. 

5. Remarque sur la convergence des séries. — Nous pouvons 
maintenant préciser un point important dans ce qui précède. Nous 
avons dit que la fonction/(«/) uniforme dans tout le plan est ré- 
gulière en a quand elle est développable par la formule de Taylor 
dans un cercle de centre a : cette série sera convergente dans le 
cercle ayant pour centre a et pour rayon la distance du point a 
au point singulier def{u) le plus rapproché de a. 
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C'est là une proposition que nous admettrons pour ne pas 
allonger ce Chapitre. 

6. Une fonction uniforme rég^ère en tous les points à distance 
finie et infinie est une constante. — En effet, la fonction supposée 
f{u) étant régulière au point « = o estdéveloppable en une série 

convergente dans le cercle ayant Torigine comme centre et passant 
par le point singulier le plus rapproché de l'origine; comme, par 
hypothèse, il n'y a pas de points singuliers, cette série est con- 
vergente dans tout le plan. Pour étudier la fonction dans le voisi- 
nage du point 00, posons « = — ,; alors 



/(^) = ao+a.^ + «,(l)'- 



Par hypothèse cette fonction est régulière au point m'= o : elle 
ne doit donc pas contenir dans son développement de puissances 
négatives de e/' : donc tous les coefficients ai, as, . . -,€int • • • sont 
nuls, sauf le premier «q, et l'on a 



/(") = /(i) = «o. 



La fonction est une constante. 

On peut énoncer ce résultat sous une autre forme, en disant 
qu'une fonction uniforme partout finie (le point oo compris) 
est une constante. En effet, une fonction uniforme devient infinie 
en chacun de ses pôles; on peut en outre démontrer rigoureuse- 
ment que, si la variable u tend vers un point singulier essentiel 
de la fonction suivant une loi convenablement choisie, le module 
de la fonction croît au delà de toute limite. Si donc une fonction 
uniforme est partout finie, elle ne peut pas avoir de points singu- 
liers, elle est régulière partout et se réduit à une constante. 

7. Les zéros et les pôles d'une fonction uniforme, n'ayant d'autres 
singularités que des pôles à distance finie, sont nécessairement isolés 
les uns des autres. — Nous voulons dire par là qu'il ne peut pas 
exister de point a du plan dans le voisinage immédiat duquel il 
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se trouve une inûnité de pôles ou une infinité de zéros ; ou encore, 
quel que soit le point a, on peut toujours décrire de a comme 
centre un cercle avec un rayon assez petit pour que dans ce cercle 
il y ait : ou bien ni zéro ni pôle, ou bien un seul zéro sans pôle, 
ou bien un seul pôle sans zéro. 

Ce fait résulte immédiatement des développements précédents. 
En effet, un point a étant marqué dans le plan, trois cas peuvent 
se présenter suivant (\\\ef{u) est régulière en a sans s'annuler en 
ce point, ou que f{u) admet le point a pour zéro, ou enfin que 
f{u) admet le point a pour pôle. Dans le premier cas, on peut dé- 
crire de a comme centre un cercle suffisamment petit pour qu'il 
n'y ait dans ce cercle ni zéro ni pôle; dans le second, on peut dé- 
crire un cercle suffisamment petit pour qu'il ne contienne pas de 
pôle et contienne le seul zéro m = a; dans le troisième, on peut 
décrire un cercle ne contenant pas de zéro et contenant le seul 
pôle a. 

D'après cela, si pour une fonction uniforme il ex.iste un point a 
tel que, dans une aire aussi petite que l'on veut, entourant ce point, 
il existe soit une infinité de pôles soit une infinité de zéros, ce 
point est point singulier essentiel. En effet, la fonction n'est pas 
régulière en a; ce point est donc un point singulier. Il n'est pas 
un pôle, d'après ce que nous venons de voir; il est donc un point 
essentiel. 

Nous allons, dans les deux paragraphes suivants, traiter, comme 
exemples, les fonctions rationnelles et les fonctions trigonomé- 
triques. 

n. — Fractions rationnelles. 

8. Objet du paragraphe. — Le lecteur connaît assurément les 
propriétés des fractions rationnelles : décomposition en^ fractions 
simples, utilité de cette décomposition pour l'intégration, décom- 
position en un quotient de deux produits de facteurs linéaires. 

Nous reprenons brièvement cette théorie, en suivant une marche 
analogue à celle que nous emploierons plus loin pour obtenir l'ex- 
pression générale des fonctions elliptiques, d'abord sous une forme 
toute semblable à celle d'une fraction rationnelle décomposée en 
fractions simples, puis sous une forme semblable à celle d'une 
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fraction rationnelle décomposée en un quotient de deux produits 
de facteurs linéaires. 

9. Fraction rationnelle particulière. — La fonction 

u 



(3) /(a) = 



(u — i)(,a- -JL} 



est régulière à distance finie en tous les points autres que e/ = i, 
u = a. Ces deux points sont des pôles de premier ordre. La partie 
principale relative au pôle w = i est 

?i(«) = — t: — -; 



en effet on vérifie immédiatement que la différence /(m) — ?i(w) 
est régulière au point z/ = i. Le résidu relatif au pôle w = i est 
— I. De même la partie principale relative au pôle w = 2 est 

avec le résidu a. Au point oo la fonction est régulière, car 
f(L\^ ^ 

est régulière au point u' = o. On voit que a' = o, c'est-à-dire ii = ao 
est un zéro simple. La fonction f{u) a donc deux pôles simples 
« = I , M = 2 et deux zéros simples m = o, u = co : on dit qu'elle 
est d'ordre 2. On peut remarquer que l'équation 

/{u)=C 

a deux racines quelle que soit la constante G. 

Comme les fonctions ^i{u) et <p2('^) sont régulières partout à 
distance finie et infinie, excepté aux pôles respectifs i et 2, la dif- 
férence 

/(")-?i(w)— ?j(") 

est régulière partout à distance finie et infinie, y compris les 
pôles I et 2, d'après la définition des parties principales f 1 et f 2* 
Cette différence est donc une constante et, comme elle s'annule à 
l'infini, puisque chacune des fonctions /, Çi, «pa s'y annule, elle 
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est égale à zéro. On a donc 

/(") = ?i(w)-+-?j(w)i 

formule que donnerait immédiatement la décomposition de la 
fraction rationnelle en fractions simples. 

10. Cas général. Pôles et zéros. Ordre. — Une fraction ration- 
nelle 

U; JK^}- 6„a''-+-6,M«-t-h...H-6„ ~ Q(a)' 

OÙ P et Q sont deux polynômes de degrés m et n, est une fonction 
qui, à distance finie et infinie, n'a d'autres points singuliers que 
des pôles. A distance finie elle a comme pôles les racines de 
Q(m)=o : le nombre des pôles à distance finie, en comptant 
chacun d'eux avec son degré de multiplicité, est donc n, 

I** Si m > 71, le point oo est un pôle d'ordre m — /i. Le nombre 
total des pôles à distance finie et infinie est donc 

7H-(/n — /i)=m. 

Il y a aussi m zéros qui sont les racines de P(2^)= o. La fraction 
a donc m pôles et m zéros : on dit qu'elle est d'ordre m. L'équation 
f(u)=CdLm racines quel que soit C. 

2** Si /i > m le point oo est un zéro d'ordre n — m. La fraction 
a alors n pôles et un nombre égal de zéros, car il y en a m à 
distance finie [les racines de P(m)] et n — m réunis à l'infini. La 
fraction est d'ordre /i; l'équation /(m)=: G a toujours n racines. 

3** Si m = n, le point oo n'est ni un pôle ni un zéro : il y a en- 
core autant de zéros que d'infinis : la fraction est d'ordre m^ n. 

En résumé une fonction rationnelle f{u) a toujours dans tout 
le plan, l'infini compris, autant àe pôles que de zéros; le nombre 
des pôles ou des zéros est l'ordre de la fraction : l'équation /(?/)= G, 
a, quel que soit G, un nombre de racines égal à V ordre. 

11. Formes analytiques principales des fractions rationnelles. 
— On peut mettre une fraction rationnelle sous deux formes dif- 
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férenles suivant que l'on veut mettre en évidence les pôles et les 
parties principales, ou les pôles et les zéros. 

1° Première forme mettant en évidence les pôles et les par- 
ties principales correspondantes. Décomposition en fractions 
simples. — Appelons a, b, .. .^ l les pôles à distance finie res- 
pectivement d'ordre a, p, . . . , X et 

/ \ A Al Aa_j 



u — a (u — a)* "* (M— a)« 
, , B B, B^, 



u — ô (u — ù)^ '" (M — 6)P 

les parties principales correspondantes. Supposons, pour plus de 

généralité, que le point oo soit un pôle, ce qui arrive si m > n; et 

soit 

m{u)= MiM-f- MtM*-h. . .-+-M,a* 

la partie principale relative à ce pôle 

X r= m — /l. 

Chacune de ces parties principales est régulière partout excepté 
au pôle correspondant. La différence 

(5) /(w)_cpj(ix) — çj(u)— ...— m(a) 

est donc régulière partout à distance finie et infinie. En effet, 
au pôle a la différence /(w) — {fi(M)est régulière et les fonctions 
'j>29 • • • 9 ^ le sont. Il en est de même aux pôles b, ••.,/. 

A l'infini, la différence f{u) — w(u) est régulière et les fonc- 
tions ^1, f2j • • • le sont aussi. Donc la différence (5), régulière 
partout, est une constante Mo, et l'on a 

/(u) = MoH-Tn(M)H-î)i(M)-h(pj(a)-h..., 

(6) /(«)=M,-MM.uH-...+ M,u'+2[i7^-^--+(li^]' 

la somme S étant étendue à tous les pôles à distance finie. 

On retrouve ainsi la formule élémentaire de décomposition des 
fractions rationnelles en fractions simples ; elle met en évidence 
les pôles et les parties principales correspondantes, elle donne 
immédiatement l'intégrale d'une fraction rationnelle. 
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On peut écrire 

la somme S étanl étendue à tous les pôles à distance finie et 
infinie, si l'on convient que pour un pôle a rejeté à Tinfini -— — 
doive être remplacé par i/, ou en abrégé que 

u — a = — quand a = oc. 

On remarquera que Ton peut prendre arbitrairement les parties 
principales relatives à tous les pôles ; à cet égard il y a une légère 
différence pour les fonctions elliptiques. 

2** Deuxième forme mettant en évidence les zéros et les 
infinis. — La deuxième forme qu'on peut donner à une fraction 
rationnelle met en évidence tes zéros et les infinis. Il suffit pour 
cela de décomposer les polynômes P et Q, qui forment le numé- 
rateur et le dénominateur de la fraction, en facteurs du premier 
degré 

où certains facteurs peuvent être égaux. 

3** La seconde forme déduite de la première. — Soit/(w) la 
fraction rationnelle considérée ayant pour zéros «i, a2, . . ., a^ 
et pour pôles ^i , ^a, . . • , p„. 

La fonction ^.^ ' est aussi une fraction rationnelle ayant pour 

pôles simples les zéros et les infinis de f{u) (n° 3), les zéros 
simples avec le résidu -f- 1 et les pôles simples avec le résidu — i . 

En mettant alors "y^ " sous la première forme (décomposition 

en fractions simples) on a 

f{u)_ I ^ I ^ __i 



/(u) u— ai ' a — a, '" u — a„ 

I I I 

M — fit a — Pj '" u — ^n 
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Intégrant et passant des logarithmes aux nombres, on retrouve 
l'expression (7). 

12. Remarque* — Nous venons de voir qu'une fraction ration- 
nelle n^a d'autres points singuliers que des pôles à distance 
Gnie et infinie. La réciproque est vraie. Une fonction uniforme 
n^ ayant d^ autres singularités à distance finie et infinie que 
des pôles est une fraction rationnelle. Nous nous bornons à 
rappeler ce théorème dont nous n'aurons pas à nous servir. 

13. Relation algébrique entre deux fractions rationnelles. 
Théorème d'addition algébrique. — Entre deux fractions ra- 
tionnelles 

a lieu une relation algébrique définissant une courbe unicursale, 
c'est-à-dire une courbe ayant le plus de points doubles possible. 
En outre, une fonction rationnelle f{u) admet un théorème 
d'addition algébrique, c'est-à-dire que, u et v désignant deux 
variables indépendantes, f{u 4- v) est une fonction algébrique de 
/(«) et /(».). 

ni. — Fonctions trigonouétriques. 

14. Objet du paragraphe. — Nous allons présenter les points 
fondamentaux de la théorie des fonctions trigonométriques, en 
suivant une voie identique à celle que nous suivrons dans le 
Chapitre suivant pour les fonctions elliptiques. 

13. Fonction sinu, sa définition par un produit infini. Fonctions 

cot u et . ^ 9 leurs expressions par des séries. Périodicité de ces 

fonctions. — La fonction sinl^ est régulière en tous les points à 
distance finie. Elle s'annule aux points 

M = O, ± ^1 ±271, .... 

C'est ce que met en évidence la formule suivante que nous 
supposons connue et que nous considérons comme servant de 
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dénnilion à smu 



ini^ = ajj'(i-^)e- 



(8) sin 

le produit II' étant étendu à toutes les valeurs de Pentier m de 

— 00 à -1-00, la valeur m = o exceptée. Grâce à la présence du 

u 

facteur 6*"% le produit II' est convergent quel que soit Tordre des 
facteurs. Cette fonction sinu est impaire, c'est ce qu'on voit sur 
le produit (8). En effet, comme m prend toutes les valeurs de 

— 00 à -h 00, on peut le changer de signe et écrire 



sinM=M|T(n je '"^. 



Changeant ensuite u en — u on voit, en comparant à (8), que 
sin( — w) est égala — sin m. 

Le point oo est un point singulier essentiel de sinu : en effet, si 

l'on fait a= — > on voit que, dans une aire aussi petite qu'on le 

veut entourant le point m':=o, la fonction sin -7 admet une infinité 

de zéros a' = D'après ce que nous avons vu (n° 7) le point 

u'=o est donc un point singulier essentiel. 

Fonction colu, — La fonction cota se déduit de sin m, par la 
formule 

d , . 

cot W = -r- log Sin M. 
du ° 

D'après la formule (8), on a donc pour cotw la série 

COtM= - H- ( î H - ) 4- ( ^ h — ) -4-.. . 

U \U — 71 71/ \U — 2 71 271/ 

\îi-+-7r 71/ \M-t-27r 271/ 

ou, SOUS forme condensée, 

(9) cota= - +V ( î 1 )* 

la somme S' étant étendue à toutes les valeurs de l'entier m 
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de — 00 à -1-00, la valeur zéro exceptée. La fonction cota est 
aussi impaire. Le développement (9) montre qu'elle a pour pôles 
simples tous les points o, ±7:, ±27:, ..., le résidu relatif à 
chacun de ces pôles étant i. Par exemple, le point m = 7: est un 

pôle, et la différence 

i 



COtli — 



u — n 



est régulière au point u = tz,Lb formule (9) met donc en évidence 
les pôles et les parties principales correspondantes de la fonction. 
Le point u=(x> est un point singulier essentiel pour cotc^ comme 
pour sinc^. 



Fonction -r-z — — La fonction 
sin*a 



sin'a du w* .à^ {u — rmzy 

est paire. Elle a pour pôles doubles tous les points o, ±TZy 
±:27c, ...; la partie principale relative au pôle u = mTz est 



(a — /mt)* 



Périodicité. — Des formules précédentes on peut déduire 
facilement la périodicité des fonctions circulaires. Tout d'abord 

le développement (10) de . ^ montre immédiatement que cette 

fonction ne change pas quand on ajoute tz k u, car cela ne fait 
que déplacer les termes du second membre. 

On voit de même que la cotangente admet la période 11 ^ en effet, 
formant la différence cot(w -i-iz) — cot?/, on trouve 

\U-^TZ U/ \U U — U/ \U — Tl U — 'IT:/ 

\wH-27: w-hi:/ \a-h-37r M-h27r/ 

somme qui est évidemment nulle, car les termes se détruisent 
deux à deux. 
Enfin de la relation 

cot(M -h t:)= cot«, 
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que nous venons d'établir, on peut déduire la périodicité de la 
fonction sin w. En effet, en intégrant les deux membres de la re- 
lation ci-dessus, on a 

log sin(a-h'JT)= log sinu + logC, 
sin(a -h iî)= G sina, 

où C est une constante. Pour déterminer cette constante, faisons 
u= » nous aurons 

2 

. it n ' / '^\ 
sin— = G sin( |, 

2 \ 2/ 

et comme la fonction sinw est impaire on a 

G= — I. 
D'où la formule 

sin(a 4-7:) = — sin a. 

Développements en séries de puissances. — Pour calculer les 
premiers termes du développement de colu en série de puissances 
dans le voisinage de w = o, on peut employer la méthode suivante 
analogue à celle qui nous servira pour les fonctions de M. Weier- 
strass. On a, pour u inférieur à mu (en valeur absolue), 

I l ?£ w* 



portant cette série dans le développement de colu et ordonnant 
par rapport aux puissances de u^ on a une série de la forme 

I u «' M* 

u Tr« TZ* TZ^ 

OÙ l'on a posé 

**=2;i' '»=2i' '*=2i' 

les sommes 7, ~ > 7. — ^» 7, -^j ••• sont évidemment nulles, 

car m prend des valeurs deux à deux égales et de signes con- 
traires. 

On peut obtenir le développement de sine/ en série entière en 
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intégrant le développement de cotUy ce qui donne 

logs.n« = logA + log«-- - - - - - ^--.... 

A désignant une constante d'intégration. Comme tend vers i 

quand u tend vers o, on a A= i. Développant alors l'exponen- 
tielle en série, on obtient une série entière donnant sinu. En 
identifiant le développement ainsi obtenu avec la série connue 



sinu= u — 



1.1.3 i.a.3.4.5 
on obtient les valeurs des sommes St, $2, S3, On trouve ainsi 

ir' 71» 2 71* 

Ces sommes sont bien connues : on les trouvera par exemple 
dans le Calcul différentiel Ae M. Bertrand, p. 4^1 : pour vérifier 
ainsi les valeurs ci-dessus, il faut se rappeler que 



^^ ^ /n*v ^ ^ /i2v 



n = l 



car, dans S', m varie de — oc à + 00, zéro exclu. 

Exercice. — Nous ne nous arrêterons pas plus longtemps à la 
théorie des fonctions sine^, cotw. Si Ton voulait établir une théorie 
complète de ces fonctions, en prenant comme seules définitions le 
produit (8) et la série (9), on pourrait, en suivant une analyse 
d'Eisenstein {Journal de Crelle, t. 35, p. 191)? montrer que la 
fonction f(u)^ coiu, définie par la série (9), vérifie l'équation 
différentielle 

/'-^/^+-=0, OU -=I. 

En portant le développement de cot u en série de puissances dans 
cette équation et écrivant qu'elle est vérifiée quel que soit £/, on 
aurait un autre moyen de calculer de proche en proche les 
sommes 5y. Nous indiquons ces résultats à titre d'exercice. 
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16. Fonctions trigonométriques en général. — On peut appeler 
d'une manière générale fonction trigonomélrique une fonction 
f{u) rationnelle en cotw, car le sinus et le cosinus d'un arc s'ex- 
priment rationnellement en fonction de la cotangente de l'arc 
moitié que l'on peut toujours désigner par u. Une fonction trigo- 
nométrique, ainsi définie, est uniforme; elle n'a d'autres points 
singuliers à distance finie que des pôles ; elle ne change pas quand 
on ajoute à u un multiple quelconque positif ou négatif de ii : 
c'est ce que l'on exprime en disant que la fonction admet la 
période primitive u, ses autres périodes dian, ±3?:, ... étant 
des multiples de la période primitive. 

On peut mettre une fonction trigonomélrique sous deux formes 
remarquables. L'une est analogue à la formule de décomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples; l'élément de cette 
décomposition est la fonction cot(z/ — a) et ses dérivées; c'est ce 
que l'on pourra voir dans le Traité d^Analyse de M, Her- 
mite, p. 321. L'autre forme est analogue à celle qui donne une 
fraction rationnelle sous forme du quotient de deux produits de 
facteurs linéaires; l'élément qui remplace les facteurs linéaires 
est sin(a — a). Nous ne nous arrêterons pas à établir ces for- 
mules qui nous sont inutiles pour la suite. 

Relations algébriques, — Entre deux fonctions trigonomé- 
triques 

de même période 'ït, a lieu une relation algébrique définissant en- 
core une courbe unicursale, cary*et/i sont des fonctions ration- 
nelles de cotf/. 

Théorème d^ addition algébrique. — Une fonction trigono- 
métrîque f{ii) admet un théorème d'addition algébrique : f{u + v) 
est une fonction algébrique def(u) et /(\f). 

Remarque sur la période des fonctions trigonométriques. — 
Les fonctions que nous venons de considérer admettent la pé- 
riode 7t 

f(U-h.T.)=f{u). 

Il est évident que par un changement linéaire de variable on peut 
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faire en sorte qu'elles admettent une période quelconque 20). Il 
suffit de poser 

-îï. /.("■)-/<«)-/(îï); 

on a alors 



A ET L. 
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GÉNÉRAUTÉS SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



17. Déflxiitioii. — Nous avons dit qu'une fraction ralionnelle est 
caractérisée par la propriété d'être une fonction uniforme n'ajant 
d'autres singularités que des pôles. 

Nous avons remarqué également qu'une fonction trigonomé- 
trique (fonction rationnelle de cota ou desin2i/ etcos2a) est une 
fonction n'ajant d'autres singularités à distance finie que des pôles 
et admettant des périodes qui peuvent toutes être composées 
par addition et soustraction avec une seule période primitive i:. 
Mais ces propriétés ne caractérisent pas les fonctions trigonomé- 
triques : elles appartiennent par exemple à e""*" qui n'est pas une 
de ces fonctions. Pour achever de caractériser une fonction trigo- 
nométrique, il faudrait ajouter cette condition qu'elle possède un 
théorème d'addition algébrique. 

Nous définirons d'une façon analogue les fonctions elliptiques 
par les propriétés suivantes, qui les caractérisent complètement : 

On appelle /onction elliptique une fonction uni/orme 
rCayanty à distance finie, d^ autres singularités que des pôles 
et admettant des périodes qui peus^ent toutes être composées 
par addition et soustraction avec Aquh périodes primitives 2co 
et 2(1)'. 

La fonction admet donc les deux périodes 20) et sco'; on dit 
qu'elle est doublement périodique, tandis que les fonctions tri- 
gonométriques sont simplement périodiques. Elle vérifie les rela- 
tions 

(11) /{M4-aa)) = /(M), /(M-h2a>') = /(«), 
d'où l'on conclut 

(12) /(a-h 2fiici)4-a/iw')=/(ii), 

m tin désignant des entiers positifs, négatifs ou nuls. 
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Nous admettrons que le rapport — est imaginaire; s'il était 

réel, la fonction se réduirait à une fonction simplement périodique 
ou à une constante. C*est là un fait dont on trouvera la démonstra- 
tion dans la Note I et que Ton peut admettre pour ne pas inter- 
rompre l'exposition. 

Les fonctions elliptiques sont ainsi définies in abslracto. Nous 
allons définir, par des séries, les éléments analytiques à Paide 
desquels on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques. Nous 
indiquerons en même temps leurs principales propriétés, parmi 
lesquelles nous signalerons dès à présent l'existence d'un théorème 
d'addition algébrique et l'existence d'une relation algébrique entre 
deux fonctions elliptiques aux mêmes périodes. 

Une première propriété, résultant immédiatement de la défini- 
tion même, est celle-ci : La dérii^ée d'une fonction elliptique est 
encore une fonction elliptique. En effet, les relations (i i) a^^ant 
lieu quel que soit u donnent par différentiation 

/(ii-+.2a))=/'(w), 
/'(a-h2cu') = /'(a). 

La dérivée /'(w) admet donc les périodes 2(o et 20)'; elle est uni- 
forme comme f[u) et ses seuls points singuliers à distance finie 
sont des pôles, car si f(u) est régulière en un point il en est de 
même de f'(u)t et si f{u) a un pôle en un point il en est de 
même de /'(«). 

18. Parallélogrammes des périodes. — La double périodicité 
peut se représenter géométriquement comme il suit. Soit Uq une 
quantité imaginaire constante, choisie au hasard; considérons 
dans le plan représentatif les points représentant les quantités 

et, en général, 

où m et 71 sont des entiers quelconques positifs, négatifs ou nuls; 
ces points forment les sommets d'un réseau de parallélogrammes 
tous égaux au parallélogramme P, qui a pour sommets les 
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points 

et recouvrant tout le plan. 

Si u est un point quelconque du plan, il se trouve dans un de 
ces parallélogrammes, le parallélogramme P', par exemple; le 
point u-\-2(ù est dans un parallélogramme voisin dans lequel il 

Fig. I. 




occupe la même position que u dans P'; en général, les points 
2/ + 2/n(i>4-2no)' sont tous dans des parallélogrammes différents; 
ils occupent dans chacun d^eux la même place que u dans P^; nous 
avons figuré quelques-uns de ces points. On dit, pour abréger, 
que ces points sont des points homologues ou congruents du 
réseau des parallélogrammes. L'un quelconque de ces parallélo- 
grammes s'appelle parallélogramme des périodes ou parallé- 
logramme élémentaire. 

Les relations (ii) expriment que la fonction f{u) reprend la 
même valeur en tous les points homologues. Il suffit donc de 
connaître la fonction f{u) dans un des parallélogrammes, P par 
exemple, pour la connaître dans tout le plan, 

19. Théorôme fondamental. Une fonction elliptique devient né- 
cessairement infinie dans un parallélogramme élémentaire , sinon 
elle se réduit à mne constante. — En effet, si une fonction ellip- 
tique était finie, dans un parallélogramme élémentaire, elle serait 
finie, en tous les points à distance finie ou infinie, à cause de la 
double périodicité; ce serait donc une constante (n^ 6). 
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20. Une fonction elliptique a un nombre limité de pôles dans un 
parallélogramme élémentaire. — Le théorème précédent montre 
qu^une fonction elliptique a au moins un pôle dans un parallélo- 
gramme; nous voulons montrer qu'elle en a un nombre limité. En 
effet, supposons que, dans P, une fonction /(w) ait une infinité 
de pôles; divisons le parallélogramme en quatre en joignant les 

Fig. 2. 




milieux des côtés; dans un de ces quatre parallélogrammes au 
moins il y a une infinité de pôles. Divisons-le encore en quatre en 
joignant les milieux des côtés; dans un des nouveaux parallélo- 
grammes au moins, il y a une infinité de pôles. En continuant 
ainsi, on obtient une suite de parallélogrammes tendant vers un 
point a du plan et contenant tous une infinité de pôles. En ce 
point a la fonction n'est évidemment pas régulière : le point a est 
donc un point singulier; mais il ne peut pas être un pôle, car un 
pôle est nécessairement isolé et nous venons de voir que, dans une 
aire aussi petite qu'on le veut autour de a, il existe une infinité de 
pôles. Ce point est donc un point singulier essentiel de la fonc- 
tion, ce qui est impossible, puisqu'une fonction elliptique, par 
définition^ n^a d^ autres points singuliers que des pôles dans 
un parallélogramme. 

Le théorème que nous venons de démontrer est d'ailleurs une 
conséquence immédiate de la proposition générale du n° 7. 

Ainsi, une fonction elliptique a un nombre limité de pôles 
dans un parallélogramme élémentaire, tout comme une fraction 
rationnelle en a un nombre limité dans tout le plan. 

Nous allons donner une première expression analytique des 
fonctions elliptiques mettant en évidence ces pôles et leurs parties 
principales^ celle expression jouera le même rôle que la formule 
de décomposition des fractions rationnelles en fractions simples. 
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Voici comment on forme la fonction qui joue dans la théorie 
des fonctions elliptiques le même rôle que la fraction simple 

dans la théorie des fractions rationnelles. 

M — a 

21. Fonctions a*, Ç, p, Z, H. — Nous avons rappelé précédem- 
ment le développement en produit de sin u 



*'"«="n('-^)*'"' 



mettant en évidence les zéros : o, diir, ± 2ir de cette fonction. 

Par analogie nous allons former avec M. Weierstrass une fonc- 
tion régulière, comme le sinus, en tous les points à distance finie 
et admettant comme zéros le point a = o et tous les points 

/m = o, dii, ±2, ...\ 
V /i = o, zhi, ±2, .../ 

homologues de Torigine dans le réseau des parallélogrammes. 
Posons, pour abréger, 

cv = 2 m u) -+- 2 noi', 

et considérons la fonction définie par la formule 

/ m = o, ±1, ± 2, . .., ±00 \ 



(13) ^"=-n'0-s)< 



w — amw H- 2/10) 
w» = o exclus 



dans laquelle il faut, pour former le produit infini, attribuer à 
la quantité w toutes les valeurs contenues dans Texpression 
2/n(o + 2/ici>', à Texception de la seule valeur o qui correspond à 
m = /i = o. 

Quand cette exception doit être observée dans un produit infini 
ou dans une somme infinie, nous le rappelons en faisant suivre 
d'un accent la caractéristique II ou I du produit ou de la somme. 
Actuellement, nous admettons la convergence du produit (i3); on 
en trouvera une démonstration dans la Note II. 

La fonction du ainsi définie s'annule seulement aux points 
M = o et w = w= amw + 2nco'; elle ne devient jamais infinie 
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pour des valeurs finies de u. On voit que cette fonction a un 
zéro simple et un seul dans chaque parallélogramme élémentaire. 
Tous ces zéros sont des points homologues du réseau de parallé- 
logrammes. 

Cette fonction d est impaire comme un sinus 

<3'(-- u) =— C'a; 

en effet, comme m ein prennent toutes les valeurs de — oo à H-oo, 
on peut, dans Texpression du produit, changer m et n de signes 
sans changer ce produit; on a donc aussi 



'— n'(-i) 



u 1 «« 



Mais alors, en changeant uen — uet comparant au produit (i3), 
on voit que rf( — m) = — du. 
Enfin, il résulte du produit infini que le rapport — tend vers i 

quand u tend vers zéro. 

De même que l'on déduit la fonction coiu de sinu, en prenant 
la dérivée logarithmique» nous considérerons la fonction obtenue 
en prenant la dérivée logarithmique de du 

' du <ÏU u Jmd L W — W W W^\ 

Nous désignerons pour abréger cette nouvelle fonction par 
^{u) ou X^u. La série qui définit X^u est analogue à celle qui dé- 
finit coti/. Elle montre que la fonction ^e/ a pour pôles simples 
tous les points u z= o, u = 2/no) + 2/ico', avec le résidu 4- i. En 
effet, la différence 

où m et n sont des entiers déterminés, est régulière au point 
M = 2miù-\- 2/ici)'. La fonction Ç a donc un pôle simple de ré- 
sidu 4- 1 dans chaque parallélogramme élémentaire. Il en est de 
même de la fonction ^{u — a), où a est une constante; cette 
fonction a comme seuls points singuliers les points u=:a et 
M = a 4- 2/71(1) •+• 2n(o', qui sont des pôles du premier ordre de 
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résidu + 1 ; il j a un de ces pôles et un seul dans chaque parallé* 

logramme. Ainsi i/ = a est un pôle et la différence Ç (w — a) — - 

est régulière au point u=^a, 

La fonction Çi/ est impaire comme la cotangente; on peut le 
vérifier directement ou le conclure de ce que du étant impaire, sa 

dérivée ^u est paire et le quotient — impair. 

Pour étudier les propriétés de cette fonction prenons-en la dé- 
rivée et appelons pu cette dérivée changée de signe 

cette fonction étant la dérivée d'une fonction impaire est paire : 
elle a pour pôles doubles les points w = o, tt = 2mco-H2 /iw'; la 

partie principale relative à l'un de ces pôles est : rr^ » 

tr ^ ^ r (il — j^nitn — a/iw )* 

le résidu correspondant est nul. Cette fonction pu est donc 
analogue à la fonction . ^ donnée par • 

I __ <i*logsinM__ I ^' I 

La fonction p{u — a), où a est constant, a pour pôles doubles 
les points a et a -4- 2/n(o 4- 2/ico'; la partie principale relative à 

un de ces pôles est ; rzz; il y a un de ces pôles 

et un seul dans chaque parallélogramme élémentaire. 

Périodicité de pu. — La fonction pu admet les deux pé- 
riodes 2(0 et 2co'. 

En effet, si l'on forme la différence p{u + 2io) — p w, on a 

=y j ! ) 

MÊd\[u — 2(m — 1)0) — 2/1(0']* (li — 2mu) — inw')^] 

OÙ la dernière somme est étendue à toutes les valeurs de /n et /i 
sans exception. Cette dernière somme est évidemment nulle, car, 
en considérant les termes qui correspondent à une même valeur 
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de /i, on voit qu^ils se détruisent deux à deux. On a donc 

(i6) p(u-\- 2tù) = pu; 

de même, on trouverait 

(i6') p(tt -f-2w') = pw. 

Effet de l'addition des périodes à l'argument de Çi/. — In- 
tégrons ces deux dernières relations en n,ous rappelant que l'inté- 
grale de pa est — — ou — ÎJw, nous aurons 

{ Çfa-f- aw ) = Çmh- 2T) , 

où Yj et 7^' désignent deux constantes introduites par l'intégration . 
En faisant dans ces relations u= — w, puis m = — w', on a 

d'où il résulte, puisque ^ est impaire, 

(i8) >î = ;(a)), V= ;(<»'); 

ces constantes tj et t^' sont ainsi exprimées par des séries con- 
vergentes. 

Notation de Jacobi et de M. Hermite. — Dans la notation de 

M. Weierstrass c'est cette fonction •— ou Ç qui joue le même rôle 

que - dans la théorie des fractions rationnelles. Dans la notation 

de Jacobi, légèrement modifiée par M. Hermite {Crelte, t. 84), 
ce rôle est joué par la fonction impaire 

(19) Z{u)=.^u^}u, 

(X) 

qui ne diffère de ^ que par un terme linéaire en u choisi de telle 
façon que Z({/) admette la période 2(o. On a, en effet, 

Z(w-H2w) — Z(w) = Ç(w-H2a)) — Cm — 2T) = o, 

Z(tt-f-2w) = Z(a); 
puis 

Z(u-h2a>') — Z(ii) = C(ï«-+-2to')~Çw — ^^, 

Z(M-h 2Cli') = Z(m) (tjU)' WTj'). 



26 CHAPITRE II. 

Dans la nolalion de M. Weierstrass les deux périodes jouent 
donc un rôle symétrique, tandis que dans celle de Jacobl une des 
périodes joue un rôle spécial. 

Nous verrons plus loin que la constante tio)' — wt^' n'est pas 

nulle; elle a pour valeur ± — où il faut prendre le même signe 

que le signe du coefficient de i dans le rapport — • 

Pour le moment nous poserons 
(ao) T,(o'— (07)'= 8. 

Alors Z(e/) vérifie les deux relations 

iZ(M-4-2w) =Z(a), 
Z(a-haa>') = Z(M)~— . 

La fonction Z(w), ne différant de Ç« que par un terme linéaire 
en 2/, a les mêmes points singuliers et les mêmes parties princi- 
pales. 

Ainsi, cette fonction Z({/) a pour pôles simples de résidus + i 
tous les points w = o, /^ = 2 /nw + a/ico'; il y a un de ces pôles 
dans chaque parallélogramme; ils sont tous homologues de Tori- 
gine z/ = o dans le réseau des parallélogrammes. 

La fonction Z(w — a) a pour pôles simples de résidu + i les 
points M = aet m== a-{- amto 4- 2/ia>', homologues du pointa 
dans le réseau des parallélogrammes. Par exemple, dans le voisi- 
nage de w = a, on a : Z(w — a) — — égale fonction régulière. 

Effet de V addition des périodes à V argument de cfu et 
de H(i/). — Si Ton intègre de nouveau les formules (17) où 

y ^'U 

LM = ■— -> on a 
^ Cm 

log C(u-4- 2Ci>) = logG'M-*- 271 U -h loge, 

loga'(w-4-2w') = loga'tt-+-27)'M-i-logc', 

loge et loge' désignant des constantes d'intégration. En passant 
des logarithmes aux nombres, il vient 

a'(a-+- 2u)) = cc»^«cx'ii, 
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Dans la première de ces formules faisons w = — w et rappelons- 
nous que, du étant impaire, on ad'( — o))= — rfco. Nous trouverons 

La seconde relation donne de même 

La fonction d vérifie donc les deux relations 

On conclut de là, par Tapplicalion répétée de ces formules, la 
valeur de rf(M + a/nco -f- 2/i(o') en fonction de cs'^/, m et n dési- 
gnant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Cherchons d'abord 
l'expression de rf(wH- aw -h 2co'). Changeant, dans la seconde 
des formules ci-dessus, u en w + 2(û et tenant compte de la 
première, on a 

0'(W -+- 2W -4- 2(1)') = (5«(tl-»-Tn')(a-»-<«>-HO')-hl(Tlw'-WYl')3'a. 

Mais, comme T,(o' — (oV=ii= — > on a 

(23) a'(a -4- 2 0) -*- 2ti)') = — c«('J+TQ'^^'*-»-«+w'/G'w. 

On vérifiera de même que, m et n étant deux entiers quel- 
conques positifs ou négatifs, on a 

(24) 0'(M-+-2ma>-+-2nu)')= ( — i)/«n-+-/ii+«eî{mtl+»Ti'Mi*-H/nci)+/iCi)')a'M, 

Dans la notation de Jacobi on remplace la fonction d^ dont la 
dérivée logarithmique est Çx/, par une fonction H(e/) (Jiétade u)^ 
également impaire, ayant pour dérivée logarithmique Z(2/) (zêta 
de u) 

On a donc, en intégrant, 

log H(a) = logs'ii -!- u*H- logp, 

logp désignant une constante d'intégration, et, par suite, 

(25) H(a) = pe *« c'a. 
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Pour déterminer p, divisons les deux membres de la rela- 
tion (aS) par u et faisons tendre u vers zéro; — tend vers i, 
vers la valeur H'(o) de la dérivée -j- pour i/ = o. On a 
ainsi p := H'(o), et la formule (25) devient : 
H(i/) --S-I/Î 

La fonction H(2/) admet les mêmes zéros que 'iii. Elle vérifie 
les deux relations 

( H(li-4-2U)) =— II(u), 

où 8 désigne comme plus haut la quantité t\tù' — i^^r^^. Ces relations 
se tirent, soit des relations que vérifie rf, soît, par l'intégration, de 
celles que vérifie Z. 

En effet, intégrant les relations (21), on a, puisque Z(i/) = -rT——> 
logH(M-f- 2u>) = log H(«) H- ïog^i 

•H 
9. 

log H(ii -4- 7,iii') = Jog H (a) ^a H- loge', 

où c et c/ sont des constantes. On en déduit 
H(ii-h 2u)) =cH(mX 

II(m -h 2(1)') = cV " H(u;. 

Faisant dans la première «/= — co, on a, comme H est impaire, 
c = — I ; de même, faisant dans la seconde w = — co', on a 

c'= — <? " . On a bien ainsi les formules (26). 

22. Remarque. — On a dès à présent des exemples de fonctions 
elliptiques. Ainsi la fonction pu, qui n'a que des pôles à distance 
finie et qui admet les deux périodes 2(0 et 2(0', est une fonction 
elliptique; il en est de même de ses dérivées p'u^ p'^u, 

Les fonctions <^, H, JJ, Z ne sont pas elliptiques, car elles n'ad- 
mettent pas les deux périodes 2(0 et au'. 

Nous allons montrer comment, avec les seuls éléments analy- 
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tiques nouveaux que nous venons de définir et qui se déduisent 
tous de dii^ on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques. 

23. Cas de dégénérescence. — Lorsqu'une des périodes 2(0 
ou 2 co' devient infinie les fonctions ^ et p se réduisent à des fonc- 
tions connues. Supposons, par exemple (o', infini et prenons la 
fonction p. Dans la série qui définit pe/, w est infini dans tous 
les termes où figure a>', c'est-à-dire où n est différent de zéro. 
Tous ces termes sont donc nuls et p{u) se réduit à la fonction 

la somme Y! étant étendue aux valeurs positives et négatives de 

— j est convergente et 
a pour somme —. on a 

'^ 12(0* M* ^d {u — xinui)^ 

Mais alors, en comparant à la formule 

1 _ 1 ^' ï 
sin*5 "~ z* Àa (3 ~ /ni:)*' 
on a 

(27) p(w, (0=»)=- 



I2W* 4w* . . 7rw 
sin* — 



En intégrant et changeant les sigoes, on a 

(•>-8) r(ato=x)= -u-i col — , 

^ ' ^ 1210* 210 20J 



sans ajouter de constante, car ^ est impaire. 

Enfin, intégrons de nouveau et passons des logarithmes aux 

nombres; il vient ' 

. !!!.„. t:u 
^(w, (o'= »)= ce*'*"* sin — , 

^ 2(0 

où c est une constante d'intégration. Pour la déterminer, divisons 
par u et faisons tendre u vers zéro, en nous rappelant que — tend 
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vers I . On a alors c — = i et enfin 

ir* * 

(29) a'(M,a)'=«)= — e'^<«»' sin — • 

On voit ainsi que l'analogie avec les fonctions trigonométriques 
devient Tidentité quand une des périodes est infinie. 

Supposons que les périodes soient infinies toutes les deux. 
Alors dans la série p{u) tous les termes sont nuls, sauf le pre- 
mier, et Ton a 

p(u) = — : 

intégrant et changeant les signes, on a 



0" I 
puis 



? = ïï' 



(TM = U. 

On voit, diaprés cela, que la théorie que nous allons développer 
donnera, comme cas particuliers, les formules relatives aux fonc- 
tions trigonométriques ou aux fonctions rationnelles, suivant que 
Ton y supposera une période infinie ou les deux périodes infinies. 

II. — PREHIÈRK EXPRESSION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DÉCOMPOSITION 
EN ÉLÉMENTS SIMPLES. CONSÉQUENCES. 

24. Cas des pôles simples. — Soit/(f/) une fonction elliptique 
ayant les pôles a, 6, c, ..., / dans un parallélogramme élémen- 
taire P, ces pôles étant d^abord supposés simples et les résidus 
correspondants étant A, B, ..., L. Alors, dans le voisinage du 
point a, on a 

f(u)= — — h fonction régulière, 

dans le voisinage de b 



/{u)— y + fonction régulière, 



Formons la fonction 

<ï>(£i)=/(M)— AZ{m — «) — BZ(m — ^)— ...— LZ(m — /). 
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Cette fonctIoQ est régulière dans le parallélogramme des pé- 
riodes P, car dans le voisinage de m = a, par exemple, on a 

f(u)= '■ — h foQCtion régulière, 

Z(a — a)= h fonction régulière, 

donc 

/(m)— AZ(ii — a)= fonction régulière, 

et, de plus, toutes les autres expressions Z(« — 6), . . . , Z( w — /) 
sont régulières au point a. 

D'ailleurs, /(£/) admettant les périodes 2a> et 2(o', on a, d'après 
les propriétés de Z(w) (éq. ai), 

/ <ï>(a-+-aa)) = <ï>(m), 

^^^^ i cï>(m-i-2U)')=*(m)— ^{A-+-B-+-...-4-L). 

D'après ces équations, la fonction ^(w) est régulière dans tout 
le plan à distance finie,' car elle est régulière dans le parallélo- 
gramme P, et, dans les autres parallélogrammes, elle prend des 
valeurs qui ne diffèrent que par une constante de celles qu'elle 
prend dans P. 

Nous allons démontrer que <^( 2/ ) se réduit nécessairement à une 
constante. En effet, la dérivée ^'(u) est régulière dans tout le 
parallélogramme P, car la dérivée d'une fonction régulière est une 
fonction régulière; de plus elle admet évidemment les deux pé- 
riodes 2 10 et 2 0)', comme on le voit en différentiant les for- 
mules (3o). 

Cette dérivée ^'(u) est donc constante, comme étant une fonc- 
tion régulière avec deux périodes (n® 19) 

*'(")= Ci; 
donc 

*(«)=: Cl W -4- Co, 

C| et Co désignant deux constantes. Mais, comme ^{u-^ 2b}) 
doit être égal à ^(w), C| doit être nul et ^(w) se réduit à une 
constante Cq. Ainsi la différence appelée ^{u) est constante. On 
a donc la formule 

(3i) /(w)=Co-hAZ(z — a)-hBZ(«-6)-i-...-hLZ(« — /), 
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due à M. Hermite et appelée formule de décomposition en élé- 
ments simples. Cette formule est analogue à la formule de dé- 
composition d^une fraction rationnelle en fractions simples. 

25. La somme des résidas d'une fonction elliptique en tous les 
p6les situés dans un parallélogramme des périodes est nulle. — En 
effet, nous venons d^appeler A, B, ..., L les résidus relatifs aux 
pôles situés dans un parallélogramme des périodes^ nous avons 
trouvé que ^{u) est une constante : alors on a évidemment 
^(«/4-2t«)') — ^(«/)=o. On a donc d'après la deuxième for- 
mule (3o), puisque 8 est différent de zéro, 

(32) A-f-B-4-...-+-L = o. 

Le théorème est donc démontré. 

Ainsi, toute fonction elliptique n^ajant que des pôles simples 
peut se mettre sous la forme (3i), où les constantes A, B, . . ., L 
ont une somme nulle. 

Inversement toute fonction définie par une expression de la 
forme (3 1), où les constantes A, B, ...,L ont une somme nulle, est 
une fonction elliptique : en effet, cette fonction n^a d^autres sin- 
gularités à distance finie que des pôles simples et, diaprés les pro- 
priétés de la fonction Z, on a 

/(m-4-'2W)— /(a) = o, 

/(a -h -2 CI)') — /^tt) = (A-+-BH-...-hL)=:o. 

26. Formule de décomposition en éléments simples dans le cas 
où certains p6les sont multiples. — Nous avons, pour plus de sim- 
plicité, supposé d'abord que la fonction elliptique considérée 
n'avait dans un parallélogramme élémentaire que des pôles 
simples. Le cas où la fonction posséderait des pôles multiples 
peut être regardé comme un cas limite du précédent : il suffit de 
supposer que plusieurs des pôles simples viennent à coïncider. 

Mais nous traiterons ce cas directement, par la même méthode 
que le précédent. Nous obtiendrons ainsi l'expression la plus gé- 
nérale des fonctions elliptiques et cela encore avec le seul élément 
analytique Z(ci) et ses dérivées. 
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Soient a, 6, . . ., / les pôles de la fonction f{u) dans un paral- 
lélogramme élémentaire et 

, ^ A A| Af A^_j 

?i(")= « — ^ ^ -^ 



u — a (a — a)* (a — a)' {u — a)* 

, , B Bt Bp-t 

■ , 

les parties principales correspondantes. La différence 

*(M)=/(w)-rAZ(a-a)— A,Z'(a~a)-h^^^Z'(w — a)-+-... 

-+-(- I)»-» ^-- Z(ai~i)(a - a)] 

^ ' i.a...a — I ^ 'J 

— |bZ(m — 6)-BiZ'(a-6)-+- ^ Z'(ii - 6)-+-. .. 

est encore une constante; en effet, dans le voisinage de i/ = a 
par exemple, on a 

Z(tt — a)= -h fonction régulière, 

Z'(m— a) = — 7 :t + fonction régulière, 

^ * (u — a)* ° 

I . 2 

Z'(w — a)= ^ r- -+- fonction régulière, 

' ( a — a )» ° 



12 ^2 -— I ) 
Z^«-t>(a — a) = (— i)«-> — ; — -^= — — H fonction régulière. 

Donc 

AZ(a — a)-A, Z'(w — a)-f- — Z'(a — a)-4-. . . 

H ^^ Z^«-»'(a — a)= «pi(M)-4- fonction régulière. 

Comme dans le voisinage de e/ = a, on a aussi, par hypothèse, 

fi^u)^ <pi(aj-h fonction régulière, 

on voit que ^{u) est régulière au point a; il en est de même des 
A. ET L. 3 
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autres pôles. D'ailleurs on a, d'après les propriétés des fonctions Z, 



•?.o 



*(M-f-2ii»'.= *(tt) ^i A-+- B — ...-H L), 



co 



car les fondions Zf{u). Z^(i/) sont doublement périodiques. On 
verra, corome plus haut, que la fonction régulière ^ est constante 
et que, par suite, la somme des résidus A -H B -r-- . .4- L est nulle. 
L'expression générale d'une fonction elliptique est donc 

I/(ii)= Cp-h y \\Zi u — a)— A,Z'(i/ — a) 

la somme S étant étendue à tous les pôles situés dans un parallé- 
logramme, avec la condition 

(32) A -^B-4-...-+-L = o. 

Ainsi, de même que toute fonction rationnelle est une combinaison 
linéaire à coefficients constants de termes de la forme 



u — a {u — a }^ I II — CI »* 

avec la convention que u — x = — , toute fonction elliptique est, 

à une constante additive près, une combinaison linéaire, à coef- 
ficients constants de termes de la forme 

Z^M — fi^, Z'(M — a\ Z^-'^^u — a>, 

avec la condition que la somme des résidus [coefficients des termes 

tels que Z(w ^- a)] est nulle. 

Inversement toute fonction y (i/), définie par une expression de 

la forme (33), où 

A-+-B-^.. -t-L=o, 

est une fonction elliptique, car on vérifie immédiatement les re- 
lations 

/( M -4- a w^ — /( u\ — o, 

f\ M -H 2W' ^ — A M ^ = < V ->- B — . . . -r- L"^ = O. 

w 
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27. Formule de décomposition en éléments simples avec les 
notations de M. Weierstrass. — La formule (33) que nous venons 
d'établir peut s'écrire comme il suit. Nous avons posé 

Z(u) = lu ~ u. 

Donc, en difTérentiant et se reportant à la définition de pu 
comme la dérivée changée de signe de — 

Z"(m) = — p'i/, 
> 

Faisant ce changement de notations, on a la formule 

I /(ff) = Do-f-^ A;(m — fl) H- A, pfa— a) — — ^p'(w — «)— ••• 

où Do désigne une nouvelle constante et où la somme S est encore 
étendue à tous les pôles situés dans un même parallélogramme 
des périodes. Les termes linéaires en u qui semblent s'introduire 

quand on remplace 7j{u) par ^u * //, disparaissent, car leur 

coefficient est — - ( A-h B -|-. . .+ L), c'est-à-dire o. 



28. Remarques. — Dans ces formules de décomposition nous 
avons supposé les pôles a, b, . » . ^ l situés dans un même parallé- 
logramme. Cette restriction est inutile en ce sens qu'on peut 
toujours remplacer chacun des pôles par un point homologue. 

Ainsi soit 

a' = a -h 2 //i (0 -h a w w' 

un point homologue de a, on a 

Z ( M — a ) = Z ( «^ — a'-^-'xnnà -h xntxi'), 

= Z(a — a) — n — • 
to 
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Remplaçant Z(a — a) par cette valeur, on voit que la formule 
reste la méme% La seule valeur de la constante Co est modifiée. 

Une autre remarque est celle-ci. Quand on fait choix d'un 
parallélogramme élémentaire P de sommets 

«0, Mo-»-20J, Mo -h 20)', MoH- 2W-+- 2U)', 

il peut arriver qu'il y ait des pôles tels que a, par exemple, sur 
un côté et, par suite, d'autres pôles tels que a -f- aw' sur le côté 
opposé. On peut être embarrassé pour savoir quels sont ceux de 
ces pôles qu'il faut regarder comme étant dans le parallélogramme. 
Alors on remplacera le parallélogramme P par un autre tracé en 

Fig. 3. 




pointillé, obtenu en déplaçant infiniment peu le point Uo en (*o de 
façon à éviter qu'il y ait des pôles sur les côtés. La même re- 
marque sera utile plus loin pour le cas où il y aurait des zéros sur 
des côtés. 

29. Règle pratique pour la décomposition d'une fonctiop ellip> 
tique /(u) en éléments simples. — Il faut tout d'abord déterminer 
les pôles de cette fonction dans un parallélogramme des périodes, 
arbitrairement choisi d'ailleurs; soient a, i, . . ., / ces points. 

Il faut ensuite déterminer la partie principale de /{u) relative 
à chacun de ces pôles. Supposons, par exemple, que le pôle u = a 
soit d'ordre a : alors le produit 

^(a)=r(w-a)»/(i/.) 

est régulier et différent de zéro pour u = a. Si donc on déve- 
loppe ce produit, par la formule de Taylor, dans le voisinage 
de M = a, 

4»(w) = Aa-iH-Aa-î(w — a)4- Aa-3(M — «)*-h... • 
H- A(m — flr)*-i-f-(M — a)a^(M), 

g{u) étant une série entière en (u — a), on a, en égalant ce dé- 
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veloppement à {u — a)^/{u) et divisant par (u — a)*, le déve- 
loppement 

qui met en évidence la partie principale cherchée. On peut alors 
écrire la formule de décomposition, quand on a fait ce calcul pour 
chacun des pôles situés dans le parallélogramme choisi. D'après 
une remarque que nous avons faite, on peut, dans ces calculs 
comme dans la formule finale de décomposition, remplacer chacun 
des pôles tels que a par un point homologué a -h 2mo) + a/i(o'. 
La principale difficulté pour la décomposition en éléments 
simples est la détermination des pôles a, 6, ...,/, de même que 
pour la décomposition d'une fraction rationnelle, la principale 
difficulté est de trouver les racines du dénominateur. Nous re- 
viendrons sur ce point au n° oO. 

30. Il ne peut pas exister de fonctions elliptiques ayant dans un 
parallélogramme un seul pôle, si ce pôle est du premier ordre. — 
En effet, si la fonction /{u) n'avait qu'un pôle simple a de ré- 
sidu A, la formule précédente (3i) donnant/(M) ne contiendrait 
qu'un terme AZ(m — a). Mais la somme des résidus étant nulle, 
on aurait A = o et /(u) = Cq. La fonction serait donc une con- 
stante et n'aurait pas de pôle. 

Mais il existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallélo- 
gramme deux pôles seulement, simples tous deux, u=^a eiu = b. 
En effet, dans cette hypothèse, la formule (3i) comprend deux 
termes et l'on a A -t- B = o ; la fonction /(u) est alors 

/(w) = Co-4-A[Z(tt — a)-Z(M — 6)]. 

Il existe aussi des fonctions elliptiques ayant dans un parallélo- 
gramme élémentaire un seul pôle, pourvu qu'il soit d'ordre supé- 
rieur au premier; le résidu relatif à ce pôle est nul. C'est ce qui 
a lieu, par exemple, pour pu qui admet l'origine et les points 
homologues comme pôles doubles de résidus nuls. 

D'une manière générale, les dérivées et les puissances positives 
de pu sont des fonctions elliptiques ayant dans chaque parallélo- 



38 CHAPITRE II. 

gramme un seul pôle homologue du point w = o; ce pôle est 
d'ordre supérieur à i et le résidu correspondant est nul. 

31. Exemple. Décomposition de p^u en éléments simples. — La 
série qui définit pu montre que, dans le voisinage de m = o, on a 

G{ii) étant une fonction régulière au point o définie par la série 

Comme G(w) est paire et s'annule manifestement pour m = o, 
on a, en développant cette fonction en série de puissances dans le 
voisinage de «/ = o, 

G(ii) = ^Mî-f-^a*^.... 
•20 '28 



où, conformément aux notations de M. Weierstrass, nous appe- 
lons — et ^ les deux premiers coefficients 



Ces expressions de g2 et g^ s'obtiennent immédiatement en 
développant chaque terme de la série (35) suivant les puissances 
ascendantes de u^ par la formule 

i __ I 2 1* 3 m* 4"' 5 m* 

(m — W )* iV' (V* w* w* w^ **'' 

puis en ordonnant la somme par rapport aux puissances ascen- 
dantes de u. 

On a donc, dans le voisinage de w = o, 

37) pM= -^-+-^*mî-4-^mV~i-..., 

^ u* 20 28 * 

et en élevant au carré 

Il'' 10 14 
Considérons un parallélogramme des périodes entourant le 
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point a = o; dans ce parallélogramme p^u a, comme seul pôle, 
u = o^^ ce pôle est d'ordre 4 et la partie principale correspon- 
dante est ~> d'après le développement ci-dessus. Dans la formule 

de décomposition en éléments simples (34) il faudrait donc 
prendre un seul pôle a = o, puis a = 4, A = A| = A2=o, 
Aj= I . On a alors 

(38) p«a= Do-h ^p"m, 

Do désignant une constante. 

Il est d'ailleurs aisé de vérifier directement cette formule. 
D'après le développement de pt/ on a, en difTérentiant, 

'^ a» 10 7 

• p'u= 1+ iî +!£?«.+.... 

W* 10 7 



Donc la différence 



4>(a) = p^u — -pp'u 



est régulière au point m == o, car, dans le second membre les 

termes en - disparaissent. La fonction ^(u) est donc régulière 

dans tout le parallélogramme élémentaire considéré (contenant 
l'origine), et, comme elle admet les deux périodes 2(o et 2(o', elle 
est égale à une constante Dq. 

La formule (38) est ainsi vérifiée. Pour déterminer la constante, 
on donnera à u une valeur particulière. D'après les développe- 
ments de p^ et de p", on a, dans le voisinage de m = o, 

d'où en faisant w = o, Do= — • On a ainsi la formule 

12 

(39) p«w=ip'w+fj. 

On formera de même, à titre d'exercice, les expressions de 
p' M, p* a, ... en fonctions linéaires de p, p', p", . . . par la for- 
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mule de décomposition en éléments simples. Ces expressions se 
tirent au^si des formules obtenues en diflférentiant la relation (Sg) 
uii-feombfe t^elconque de fois et tenant compte de la relation que 
nolk allons établir entre p et p'. 

32. Relation algébrique entre pu et sa dérivée p'u, — Multi- 
plions les deux membres de la relation (Sg) par p' u et intégrons 
par rapport à u, nous obtiendrons une formule qu'on peut écrire 

où C désigne une constante. 

Pour déterminer cette constante, on remplacera encore p, p' 
par leurs développements en série donnés plus haut : on vérifiera 

que les termes en - disparaissent, et en faisant ensuite u = o, on 

trouvera C = — g^. On a donc la relation 

(4o) p'*=4p»— /îTtp — iT»» 

algébrique en p et p'. 

Cette formule donne la dérivée de la fonction inverse de pu. 

Faisons 

p(«) = ^, 

d'où Ton tire, en imaginant l'équation résolue par rapport à u, 

w = argp^, 

c'est-à-dire u égale l'argument dont le p est z. La formule (4o) 
donne alors 

du , I 



dz /45i_^,^-^, 

La dérivée de u par rapport à z est donc algébrique en z^ tout 
comme la dérivée de arc sinz. 

Comme z est infini quand u est nul, on a 

(4.) u=±r-—j^==, 

formule permettant de calculer u en fonction de z. 
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33. DôTeloppements en séries de puissances de pu^ ([u, o'u. — 
Les constantes g2 et g^ s'appellent les deux invariants. Ces 
constantes étant connues, on a, comme il suit, les développements 
en séries de p, l^, rf. 

Faisons, dans le voisinage de 2/ == o, 

(4a) pa = — -+- • -f- CiM*-h Cja*-t-. . .-4-cxa*^~'H-.. .. 

Les deux premiers coefficients sont 

(43) ^«=#^^ ^'=:if^' 

Les suivants se calculent facilement par voie récurrente en 
substituant le développement de p dans Téquation 

et identifiant les deux membres. On trouve ainsi, pour X plus grand 
que 3, la formule récurrente 

qui montre que tous les coefficients sont des polynômes en g2 et^».. 
Ainsi 

' 2*. 3. 5* 2*.i.7.ii 

Le développement de 'C^ii pour de petites valeurs de u se 
tire immédiatement du précédent par upe intégration, puisque 
Çtt = — fpudu; on a donc 

(46) ^u= i-f- • — icju»— ic3a»-h..., 

sans ajouter de constante, car ^u est une fonction impaire. Les 
coefficients de ce développement sont aussi des polynômes en g2 
et ^3. 

Les deux développements de p et 2^ convergent dans le cercle 
ayant pour centre l'origine et ne contenant dans son intérieur 
aucun point homologue de l'origine. 
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Du développement de Ç on déduit celui de d puisque 
Intégrant et passant des logarithmes aux nombres, on a 



<fu=ue 



12 30 



sans mettre de constante en facteur, car — tend vers i quand u 

tend vers zéro. Il ne reste plus qu'à développer Fexponentielle en 
série et l'on a le développement de c^m. On voit que les coeffi- 
cients de ce développement sont aussi des polynômes entiers 
en g2 et ^3- Voici les premiers termes du développement 

(47) <fu = u-^i,^^^ ^'^ ^^'"' ^'^^"-^ - 



•2*.3.5 2». 3. 5.7 29.32.5.7 •27.3«.5>.7.ii 

On trouvera ce développement poussé jusqu'à u^^ dans les 
feuilles de M. Schwarz {Formules et propositions pour remploi 
des fonctions elliptiques). Puisque du est une fonction entière 
comme sinw, régulière dans tout le plan, ce développement de du 
est convergent pour toutes les valeurs de u. Ce développement est 
commode pour le calcul des valeurs numériques de du, d' u^ d'^u 
et, par suite, de JJ et p qui s'expriment rationnellement à l'aide 
des dérivées de d 

^ d' u ^, c'* u — 'iu^i" u 

Ça=— — , ptt=— Ç'w= — . 

du *^ ^ tf^M 

34. Inversion dans les notations de M. Weierstrass. — D'après 
ces propriétés, si l'on a une équation de la forme 



(48) 






OÙ g2 et gz sont des constantes données, on en conclut 



z = pu = 



(y» a 



Z est donc exprimé en fonction uniforme de u, et l'on peut, à l'aide 
des séries précédentes, calculer la vaFeur de z correspondant à une 
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valeur de w, mais ces séries ont le défaut de ne meltre aucune pé- 
riodicité en évidence. On a ainsi une solution du problème de 
Fînversion de l'intégrale (48). Les constantes g2 et gz peuvent 
avoir des valeurs quelconques, car l'équation 

est vérifiée identiquement par les développements en série ci- 
dessus, quels que soient g2 et g^. 

Nous verrons plus loin comment, g^ et ^3 étant donnés, on 
peut calculer un couple de périodes 2(0 et 20)'. 

35. Intégration d'une fonction elliptique. — Pour calculer l'in- 
tégrale 



p 



d'une fonction elliptique /{u), on fait comme pour les fonctions 
rationnelles : on décompose /(u) en éléments simples et l'on in- 
tègre terme à tel'me. Ainsi, dans les notations de M. Weierstrass, 
/{u) peut se mettre sous la forme (34). En intégrant, on a 



I /(u)du=: const. -+- Dott-*-^! A.loga'(a — a) — Al Ç(M--a 



1.2*^ 



_ (_ ,)a-i ^^«=1 pioL-i) (a - a)] . 

^ ' i.a...a — i*^ 'J 



Par exemple, la formule de décomposition établie pour p^u 
(n° 31) donne 

(49) / p*a£/a = -p'w-l- ~ M-hconst. 

»/ o 12 

36. Homogénéité. — Pour indiquer les valeurs des périodes ou 
des invariants, M. Weierstrass emploie les notations suivantes 

D'après le produit qui définit c^2/, il est évident que si l'on 
multiplie w, w' et w par un même facteur |jl, — ne change pas et 
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l'on a 

(5o) a'(fAa|fAa), |jL(o') = |i3'(a|ci), <!>'). 

Différentiant par rapport à e/, on a 
(5i) (f'(iku\it(s}j luù') = cr'(a|a), iii'). 

Donc 

(Sa) ;(fXM||ico, 1X0)')= i;(ala), w'). 

Différentiant encore par rapport à u 

(53) pCfA^lficD, jjia)') = --jp(a|co, w'), 

ce qu'on vérifie d'ailleurs immédiatement sur la série donnant p. 
D'après les expressions de g^ et g^ par des séries doubles 
(no31) 

quand on remplace o) et tu' par [xw et [xo)', w est remplacé par jjkv 
^^ ^2 et g's par ~ et ^- On a donc aussi 



(54) 






L'expression ^ est une fonction de w el w' qui ne change pas 

quand on multiplie (o et co' par un même facteur arbitraire [jl; c'est 
une fonction du seul rapport des périodes. 

37. Cas de dégénérescence. — Quand une des périodes est in- 
finie, co' par exemple, on a 

et comme on a (n° 15) 

i^ m* "" VTS' 2à m*" 33.5.7' 
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il vienl 

I / ir« \* I / ir« \» 

Donc on a, dans ce cas, 

Le poljnome 4^' — gi^ — gz a alors une racine double, et 

l'intégrale 

dz 



"=/ 



v/4^'— ^i2— ^, 



peut s^exprimer par des fonctions circulaires, comme il était 
prévu d'après les formules du n° 23. En calculant cette intégrale 
élémentaire, on retrouverait ainsi d'une autre manière les for- 
mules du n** 23 (voyez l'exercice 1, p. 62). 

Quand les deux périodes w et w' sont infinies, on a ff.2=*g3= o 
et le polvnome sous le radical a une racine triple. L'intégrale 
devient alors 






qui donne immédiatement 



I 
^ = — • 



III. — Deuxième forme des fonctions elliptiques. Décomposition 
EN facteurs. Conséquences. 

38. Décomposition en facteurs. — Nous allons indiquer main- 
tenant une deuxième forme sous laquelle on peut mettre toute 
fonction elliptique /(«) et qui est analogue à la forme d'une frac- 
lion rationnelle dont le numérateur et le dénominateur seraient 
décomposés en facteurs du premier degré. 

Cette nouvelle forme résulte immédiatement des théorèmes pré- 
cédents appliqués à la fonction ^77-y • 

Remarquons d^abard qu'une fonction elliptique a nécessaire- 
ment un nombre limité de zéros dans un parallélogramme des pé- 
riodes. Car, si elle en avait une infinité, il existerait à l'intérieur 
du parallélogramme au moins un point a dans le voisinage duquel 
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il y aurait une infinité de zéros; c'est ce qu'on verrait comme on 
Ta fait au n° 20 pour les pôles. Mais cela est impossible, car, la 
fonction y(w) n'ayant à distance finie d'autres singularités que des 
pôles, ses zéros sont nécessairement isolés (n** 7). 

Cela posé, soit une fonction elliptique /{u) ayant, dans un pa- 
rallélogramme des périodes, les pôles ou infinis simples ai, 
«2, . . . , ar au nombre de r et les zéros simples 6|, 62? > • •^ bg au 

nombre de 5. La fonction y- — -■ est une fonction elliptique régu- 
lière partout où/(u) n'est ni nul ni infini. Un zéro simple de /(m) 
est pour —/7—9 un pôle simple de résidu i, et un pôle simple 

de /{u) est pour • un pôle simple de résidu — i (n** 3). 

On a donc, d'après la formule de décomposition en éléments 
simples, 



est la fonction Ç. En outre, la somme dej 
lalifs à tous les pôles devant être nulle, on a 



où -7 est la fonction Ç. En outre, la somme des résidus de 4v — r re- 



s — /• = o. 



Donc : Dans un parallélogramme élémentaire le nombre 
des zéros d^ une fonction elliptique est égal au nombre des in- 
finis. Ce nombre se nomme ordre de la fonction elliptique; 
nous reviendrons plus loin sur celle définition de l'ordre. 

D'après ce théorème, faisons 5= /• dans la formule (55) et in- 
tégrons terme à terme, puis passons des logarithmes aux nombres; 
nous aurons la formule cherchée 

(56) f^u) = «e- ^(^-^)^0^-M...c^(i.-M 

où a est une nouvelle constante. Cette formule met en évidence 
les zéros et les infinis de /(«/). 

Si la fonction /(e/) a des zéros ou des pôles multiples, la même 
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formule s'applique; il suffit de supposer que plusieurs des points 
bif b2, ... sont confondus en un seul, ou plusieurs des points a^, 
^2, .... 

Dans la démonstration nous avons supposé que les points a^, 
«2) • • •? «r; ^M ^2? . . ., 6r sont situés dans un même parallélo- 
gramme. En modifiant convenablement les valeurs des con- 
stantes c et a on peut remplacer un ou plusieurs points a^ ou 6v 
par des points homologues. Par exemple, considérons le point 

a\ = a,-+- 20), 

homologue de rt|. En remplaçant dans la formule (22) a^ par 
a\ — 2 0i, on a 

(f(u — ai) = :^{u —a', -1-20)) = — e*^^«-«>w) (^(j^ — a'^)^ 

et, par suite 

f(u) = a'ec'u <^(^-bOc^(u-b,),..<f(u^br) 

avec 

c'=c — 2T), a'= — ae^f\^^\''*^K 

39. Théorème de Liouville. — Si Von considère les zéros et 
les infinis d^iine fonction elliptique situés dans un parallélo- 
gramme des périodes, la somme des zéros ne diffère de la 
somme des infinis que par des multiples des périodes. 

On démontre immédiatement ce théorème en écrivant que la 
fonction /{u) sous la forme (56) admet les deux périodes 2w 
et 2 0)'. Comme on a 

a'(M — a-h 2 0)) = — ««^^"-«-^«^^(M — a), 

I /Cm -H 2 0)) , / 1 i 

on voit que le rapport ^^—^ — - — est égal à 

g2ca)-f-î/)fa,-Ha,-»-...-f-ar— Al— /'a— ...— 6r', 

Ce rapport devant être l'unité, on a 
(57) 2C0) -+- 2Tj(ai-+- aî + . . .-+- a,.— 61 — 6i — . . .— br) = ^mzi, 

où n est un entier. Écrivant de même que - — 7: — — ^ i , on a 

(57') 2C0)'4- 2T/(ai-+-aj + .. .H- a;.— 61 — 62 — . . .— br) = — 2/mzi. 
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Éliminant c entre ces deux équations on a, en vertu de la rela- 
tion 71(1)' — iùri'= — que nous établirons plus loin, 

(58) ai-+-rtj-H. . .-+- «r— ^1 — 6i — . . .— 6r= 2m(o -H anu)'; 

ce qui démontre le théorème. 

La valeur de la constante c est alors donnée par Tune ou l'autre 
des formules (67) ou(57'). 

Mais on peut simplifier un peu la formule en mettant à profit 

une remarque faite plus haut. Remplaçons le point a\ par le point 

homologue 

a j = ai — 2 m (o — 2 /iw'. 

La formule donnant /(z^) prendra la forme 

•' ^ ' o'(a — a'j)a'( w — ai) . . . ^(a — a^) 

où Ton a 

(59) a\ -t- at-H. . ,-\-ar— ^i-H b^-^. . .+ b,.. 

Mais alors, en exprimant que f{u) admet les périodes 2(0 et aw', 
on a, par un calcul analogue à celui que nous venons de faire, 

2G(0 = 2Niri, 2Gu>'= — 2M7Cf, 

M et N désignant des entiers. On en conclut 
G(Ma)-+-N(o')=o. 

Le facteur Mw h- Nw' ne peut pas être nul, car le rapport -7 

N 
est imaginaire et ne peut pas être égal à — ^- Donc 

C = o. 

On peut donc toujours mettre une fonction elliptique sous la 
forme 

îTCa — ^,)(3'(a--6,)...a'(a — 6^) 



(60) /(w)=A 



a'(a — a\) 3'(a — a,). . . a'( w — a,.) 



avec la condition (69). On pourrait de même remplacer d'autres 
zéros et infinis par des points homologues : la formule resterait la 
même pourvu que la somme des zéros choisis égale celle des in- 
finis. 
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40. Notations de Jacobi. — La formule de décomposition en 
facteurs s'écrit comme il suit dans les notations de Jacobi. La 
fonction H de Jacobi est liée à la fonction d par la relation 

H(M)=H'(o)tf «« Ca, 
d'où 

Remplaçant alors (iu par cette expression dans la formule (60) et 
tenant compte de 

a', -4- ût -h ... -H e/,. = 6, -h 6, -+-...-+- 6r, 
il vient 

A' désignant une constante. On a donc, en définitive, la même 
formule fondamentale dans les deux systèmes de notations. 

41. Deux fonctions elliptiques ayant les mêmes zéros et les 
mêmes infinis ne différent que par un facteur constant. — Cela 
résulte des formules précédentes où le facteur A seul est arbi- 
traire, une fois les zéros et les infinis donnés. 

42. Ordre d'une fonction elliptique. — On appelle ordre d'une 
fonction elliptique le nombre de pôles qu'elle possède dans un 
parallélogramme élémentaire, chacun d'eux étant compté avec 
son degré de multiplicité. Ce nombre est aussi égal au nombre des 
zéros situés dans un parallélogramme (n° 38) : 

Ainsi pu est du second ordre, p'u du troisième. 

La fonction elliptique /( u) étant d'ordre r, la fonction /(u) — C, 
où C est une constante quelconque, est aussi d'ordre r, car les 
pôles de /(m) cl/{u) — G sont évidemment les mêmes. La fonc- 
tion /(li) — C a donc, dans un parallélogramme, r zéros quel que 
soit C. Ainsi l'équation 

/(")=G 

a toujours r racines dans un parallélogramme. La valeur mi^ 

A. ET L. 4 
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nimum que puisse prendre r est a, car d'après le théorème 
du n'^SO il n'existe pas de fonction elliptique du premier ordre. 

Exemple. — La fonction pe/ est du second ordre. Dans un pa- 
rallélogramme des périodes il existe deux valeurs de u telles que 
pu = C. L'une d'elles étant a, l'autre est homologue du point — a, 
car pu est paire. Ces deux racines sont distinctes tant que les 
deux points a et — a ne sont pas homologues, c'est-à-dire tant 

que l'on n'a pas 

a = — a -H.amw -+- 2/110', 



et C == p( m (o 4- n w' ) . 

Si les entiers m et n sont pairs tous deux, cette valeur de C est 
infinie : effectivement, l'équation pu =: oo a dans chaque parallé- 
logramme une racine double. 

Si un des entiers m on n est impair, ou si tous deux le sont, 
C est fini : on trouve ainsi, à cause de la périodicité de J3, trois 
valeurs différentes de C pour lesquelles l'équation p a — C = o a, 
dans chaque parallélogramme, une racine double. Ces valeurs sont 
les suivantes : 

m impair, n pair, C = pw. 
m pair, n impair, C = po>'. 
m et n impairs, C = p(w 4- w'). 

La racine double de p;^ — C = o est, dans le premier cas, con- 
grue à (O, dans le second à (o', dans le troisième à o) + o)'. Ces 
trois valeurs annulent la dérivée p'u : les valeurs correspondantes 
de C sont les trois racines du poljnome 

comme nous le montrons plus loin (n** 46). 

IV. — Exemples de décomposition ex facteurs et en éléments simples. 
Formule d'addition algébrique pour pu. Conséquences. 

43. Décomposer en facteurs la fonction doublement périodique 

f{u) = pu-pv, 
où V est une constante. — Dans un parallélogramme des périodes 



GÉNÉRALITÉS SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5l 

pu admet o comme infini double. Donc la fonction admet deu\ 
zéros dans un parallélogramme des périodes; on voit que ce sont 
les homologues des points u= v eta= — ç puisque p est paire. 
On a donc 



pu — j) p = A - 



<f*u 



A désignant une constante. 

Cette constante se détermine en multipliant les deux membres 
par w' et en faisant ensuite tendre u vers zéro. Il vient 

i = — Ac»*'. 

La décomposition est donc donnée par la formule 

,- s o'(M-+-p)a'(w — p) 

(62) pu'-pv= ^ -. 

iA. Formule d'addition pour X,u, — Si Ton prend les dérivées 
logarithmiques des deux membres de Tégalité précédente, par rap- 
port à i/, il vient 

(63) ^'" =;(a-+-p)-4-î(M-*')— 2Î«; 
puis, en échangeant u et ç^ 

enfin, en ajoutant membre à membre les deux égalités précé- 
dentes, 

(65) . p'«-pV ^ 

^ ' '1 pu — psf ^^ ^ ^ ^* 

formule que Ton obtiendrait également en décomposant en élé- 
ments simples les fonctions elliptiques de u qui figurent dans les 
premiers membres. La formule (65) peut être considérée comme 
une formule d'addition pour la fonction l^ii : seulement ce n'est 
pas une formule d'addition algébrique, car Ç(«-l-«^) n'est pas 
une foncûon algébrique de ^u et Çp. 

45. Formule d'addition de la fonction pu. — Si l'on diflerentie 
par rapport à u les deux membres de l'égalité précédente, on 
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trouve 

c'est une formule d^addition algébrique pour pe^. En y remplaçant, 
après la dérivation, p^ u par sa valeur &p^u — — (éq. 89), on ob- 
tient p{u 4- i>) en fonction rationnelle de p m, pv^ p^u et pV. Si, 
ensuite, on y remplace p'w et pV par leurs valeurs respectives en 
fonction de pu et p{> 

p'u =^ip^u — gtpu — ffi, p'v = \/ip^v — gtp^' — gtj 
on obtient p{u-^ v) en fonction algébrique de pw et pv. 

Autre forme de la formule d'addition. — On a, en effectuant 
la différentiation (66), 

I p" u I {p'u — p'v)p'u^ 

1 pu — pu a (pu — pv)^ 



pa — p(m-+-p)= - ^ ., 



permutant e/ et (^ on a de même 

, , I p'p I (p'a — p'ç)p'v 

•^ *^ ' apw — pi' 2 (pw — ppr 

Ajoutons membre à membre et remarquons que 

P'm — p'<'= 6Cp*M — p^v), 

d'après Téquation (Sg), il vient 

(67) P('^^^)=4( Va-pJ -P"-^*'. 

qui donne p{u-^ v) par une formule où la symétrie, par rapport 
aux deux lettres u et v^ est en évidence. 

En différentiant par rapport k u e\. remplaçant p" u par 

6p^u ^2, on a de même une formule d'addition pour p'(i/ -h f?), 

exprimant cette fonction en fonction rationnelle de pw, p'a, pv^ • 
pV. Une nouvelle différentiation donnera une formule d'addition 
pourp''; etc. 

iG. Décomposition de p'u en facteurs. — La fonction p'u a, 
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dans un parallélogramme élémentaire, un pôle triple qui est le 
point u = OyOu un point homologue. Cette fonction est donc de 
troisième ordre. Elle a, dans un parallélogramme, trois zéros que 
nous allons déterminer. Pour cela, partons des relations 

p'(aH- aci)) = p'M, p'(u-\- ^ta') = p'u, 
p'{u -h au) ^- a(D')= p'u. 

Faisant dans la première de ces formules w = — (o, on a 

p'(a,)=p'(-a)); 

comme d'autre part p' est impaire, 

J)'(U>)= — p'(— (0), 

Donc J)'(<«>) = o. De même p'(c«)')= o. 

Enfin, en faisant dans la troisième formule u= — a> — eu', on voit 
que p'(c«) + w')= o. Prenons un parallélogramme élémentaire 

Fig. 4. 



très voisin de celui dont les sommets sont o, aco, 20)', 20) + 20)' 
et contenant o dans son intérieur. Alors, dans ce parallélogramme 
tracé en traits pleins, la fonction a le pôle triple o et trois zéros 
nécessairement simples w, co', w -h co'. La somme des zéros 2 w H- 2 <o' 
ne diffère de la somme des infinis qui est o que par des multiples 
de périodes. 

Remplaçons le zéro <o H- a>' par son homologue — w — o)'; alors 
la somme des trois zéros w, w', — to — w' est égale à la somme 
des trois infinis qui est nulle et Ton a 

p'u — k — . 

Pour déterminer A, on peut multiplier les deux membres par «' 
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puis faire tendre u vers o. Comme dans le voisinage de o on a 

p' u = j -H fonction régulière, 

le premier membre devient — 2 ; comme — tend vers i , le se- 
cond membre devient 

A a'w 3*10' (3'((ï) -h Cl)') 
et Ton a 

3'( M — (O) O'f M — to') Cf W -h (0 -h W') 
ry II ^=. — 2 ^ ■ • 

^ 3'a)(3'u)'cr((«)-+-aj')cr»a 

Voici quelques conséquences des résultats précédents. Nous 
avons établi la relation 

p'» M = 4 p» a — ^î p a — ^i. 

Appelons ^i, €2^ e^ les racines du poljnome 4-5' — g^^ — g^i 
alors 

(68) p'*a = 4(pM— g,)(pM — tft)(pM — 63). 

Comme p'« s^annule pour w = c«), «/ = w -t- w', w = w', les 
quantités ^i, Cj, Cj sont égales à pw, j3(a> -f- w'), pw', 

(69) e| = pw, e,= p(wH-a)'), tfs=pu)'. 

Il est évident, d'après la formule (68) qui donne p'^a, que le 
second membre de cette formule est le carré d*une fonction uni- 
forme : nous vérifions plus loin (n^ 48) que chacune des diffé- 
rences pu — ^1, pu — ^2, pu — Cs est le carré d'une fonction 
uniforme. 

47. Effet de l'addition d'une demi-période à l'arg^nment de p</. 
— Dans la formule d'addition (67) faisons ç'= w, en remarquant 
que p(i> = e<, p'(o = o et en tenant compte de l'expression (68) 
de p'*. Nous obtenons 

/ V (^I— «l)(«! — «s) 

p(a + a>)— ei= i— ! Ul—i îl. 

pu — Cl 

De même, en faisant dans la formule d'addition f' = w -H w' ou 
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V = Cl)', on trouve 

(gi— gi)(gt— g») 



P(m-+-co') — ej = 



pa — «t 

(g»— g!)(g»— g») . 



48. Expressions de p m — ex. Fonctions 0*1, o'j, 0*3. — Dans la for- 
mule (62) établie plus haut 

faisons (> = co, nous aurons 

mais, d'après les propriétés de la fonction (^, on a 

o'(a -+- oj) = — e'TQ" ^{u — co), 

c omme on le voit en changeant dans la première des formules (22) 
u en u — (o. On a donc 

(70) p«_p„ = e«l»__.^. . 

On trouve de même 

(70)' p„_p,'=«.,-«^^^. 

Enfin, dans la relation (62) faisons t' = co -f- co'; il vient 

pu — p((D-HC0')= î^ -^—-^ ; .', 

ou d'après la formule (28), dans laquelle on change u en u — co — co', 

(7.) p«-p(a,-Hu.')=..(w.^ ;:<;^-;;-^:) . 

Les trois différences considérées sont donc bien les carrés de 
fonctions uniformes. M. Weierstrass emploie une notation 
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spéciale pour désigner ces trois fonctions. Il fait 

0*1 tt = - 



(7a) {a'îM = 



0*0) 



o'w' 

Avec ces notations, on a 
r>x /3'ia\» /3'jw\« /a'»w\* 

(74) P«=-='-'-5ï7i î 

le signe à prendre en extrayant la racine est — , comme on le voit 
en multipliant les deux membres par 1/' et faisant tendre u vers 
zéro. On retrouve ainsi, aux notations près, la formule établie 
directement dans le numéro précédent pour la décomposition de 
p^u en facteurs. 

49. Toute fonction elliptique /(k) aux périodes s^co et 2ci>' est une 
fonction rationnelle de pu et p'u, — Nous établirons ce théorème 
comme une conséquence du théorème d'addition et de la formule 
de décomposition en éléments simples 

la somme étant étendue à tous les pôles. Tout d'abord la formule 
d'addition pour pu (n® 4o) montre que p{u — a) est une fonc- 
tion rationnelle de pu et p'u. En diflférentiant cette formule on 
voit que p'{u — a) est une fonction rationnelle de pu, p'u et 
p^'u; mais, comme 
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p'{u — a) est une fonction rationnelle de pu et p'u. On voît de 
même, en diflférentiant de proche en proche, que p'{u — a), . • . , 
j,{a-2)^£^ — a) sont des fonctions rationnelles de j)£/ et p' m. Restent 
les termes tels que ^{u — a). La formule d'addition pour la fonc- 
tion Ç (n" 44) dans laquelle on remplace ç par — a donne 

„. X V V I p'u-^p'a 

l(u — a) = tu — ta -h - î- =- — ; 

^2, pu — pa 

on a de même ^{u — 6), . . . , Ç(m — /). Si l'on porte ces valeurs 
dans la formule de décomposition en éléments simples, on voit 
que, dans la somme 

(75) AÇ(m — a)-+-Bï(a — 6)-h...-+-Lî(w — /), 

étendue à tous les pôles, le terme en ^u disparaît à cause de la 
relation A + B-|-...-hL = oetla somme (76) est une fonction 
rationnelle de pu et p' u. 

Le théorème est donc démontré. 

Remarque. — Comme on a 

on peut, dans une expression rationnelle enp etp', éliminer toutes 
les puissances de p' supérieures à la première en remplaçant toutes 
les puissances paires de p' par des poljnomes en p. On met ainsi 
toute fonction rationnelle de p et p' sous la forme 

Pi(p)-^p'^iip)' 

où p, Q, P<, Qi sont des polynômes entiers en p. 

Multipliant et divisant cette expression par P|(p) — p'Qi(p) 
et remplaçant p'^ par sa valeur en fonction de p, on voit que toute 
fonction rationnelle de p et p', c'est-à-dire toute fonction elliptique 
peut se mettre sous la forme 

/(i*) = R(p) + p'Ri(j)), 

R et Rj étant des fonctions rationnelles. Il en résulte 

/(-i*) = R(p)-p'R.(j)), 
car p' est impair. 
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En particulier, si f{u) est une fonction paire, /( — u) doit être 
égal kf{u) et R, (p) identiquement nul. Alors 

/(a) = R(p). 

Si /(m) est impaire, /(— u) doit être égal à —/{u) et R(p) 
identiquement nul. Alors 

/(a) = p'R,(p). 

Ainsi une fonction elliptique paire est une fonction rationnelle 
de pw, et une fonction elliptique impaire est égale à une fonction 
rationnelle de pu multipliée par p' u. 

Par exemple, j)(2 a), p{i u), . . . , p{nu) {n entier) s'expriment 
rationnellement en fonction de pu» On a ainsi des formules ana- 
logues à celles de la multiplication des arcs en Trigonométrie, que 
le lecteur établira sans peine par l'application répétée de la for- 
mule d'addition. 

De même p' (nu) est égal à p'w multiplié par une fonction ra- 
tionnelle de pu, 

50. Remarque sur l'intégration d'une fonction elliptique sup- 
posée mise sous la forme d'une fonction rationnelle de p et p'. — 
Soit la fonction 

/(m) = R(pa)-+-p'aR,(pM), 

où, comnfie précédemment, R et R^ désignent des fonctions ra- 
tionnelles de pu. On aura 

I /{u)du = I R{pu)du-\' I p'uRi(pu)du, 

La deuxième intégrale du second membre se ramène immédia- 
tement à l'intégrale d'une fonction rationnelle, car si l'on fait 
pw := 5 elle devient 

on sait calculer cette intégrale. Pour obtenir la première intégrale 
du second membre, on commencera par décomposer la fonction 
rationnelle R de pe/ en fractions simples, en considérant pu 



L 
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comme la variable 

A Al A, B 



pu — a {pu — a)* {pu — a)* '"' pu — p 



-h.. 



Co, C| , . . . , Cv, A, A| , Ao, . . . , B, . . . , a, p, ... étant des con- 
stantes. L'intégrale de la partie entière en pu s'obtient aisément, 
car on sait (n*^ 31 ) exprimer p^u^ p^u, . . . , p^ m en fonctions li- 
néaires à coeflicients constants de pu et de ses dérivées p'u, 
p"u^ . . . , de sorte que cette partie entière s'écrit 

Go-+- C|j)M -nCjp'a-H C^p'u -+-...; 

son intégrale est immédiatement 

CqM — Ci Ça -+- C,pM -4- Gjp'w + 

Les intégrales des termes suivants s'obtiennent aussi en décom- 
posant ces termes en éléments simples. Pour cela on détermine 
d'abord des constantes a, 6, . . . telles que 

Nous avons donné (n** 44, formule 64) la décomposition en élé- 
ments simples de — — — : nous écrirons cette formule 

* pu — pv' 

(76) ! = 4-[a"-^^)~î(w-»-*')-H2Çp]. 

' pu — pv pv / ^N ^ ^ j 

On en conclut, en changeant v en a, 

/du I r o'Ca — a) ^ 1 
=-r- log-^ { -+-2MCa N-const. 
pu — pa paL (^{u-^-a) J 

DifTérentiant ensuite la formule (76) par rapport à (^ et divisant 
par j)V, on en tire la formule de décomposition en éléments 

simples pour- — -; diflférentiant cette nouvelle formule par 

rapport à v on en tire de même la décomposition en éléments 

simples de 7 -f • • • et ainsi de suite. Dans ces formules on 

fera ç' = a et l'on en déduira immédiatement les intégrales 

r du r du 

J ipu — pay' J {pu — pa)^' "" 
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51. Entre deux fonctions elliptiques f{u) et f\{u) aux mêmes 
périodes existe une relation algébrique. — £n efiet, si Ton fait 

X=Au), Y==/,(a), 

X et Y sont, d'après le théorème du n" 49, des fonctions ration- 
nelles 

(77) X = R(p,j)'), Y = Ri(p,p')» 
des quantités pu et p'u liées par la relation 

(78) p'*M = 4p'« — ^ïPW — ^a. 

L*éIiminatIon de p et p' entre les relations (77) et (78) donne 
évidemment une relation algébrique entre X et Y 

F(X, Y) = o. 

La courbe (C) définie par cette équation est, en général, du pre- 
mier genre. C'est ainsi que si l'on fait 

x = pu, y = p' u, 

on a entre :r et^ la relation 

définissant une cubique (c) sans point double, sauf dans le cas 
de dégénérescence. Les coordonnées X et Y d'un point de la 
courbe (C) sont des fonctions rationnelles des coordonnées ;r et^ 
d'un point de la cubique (c). 

On peut, en général, indiquer le degré de la relation entre X 
et Y. Si /{u) est d'ordre /• et /^{u) d'ordre Ti, la relation 
F(X, Y) = o est de degré r, en X et de degré r en Y. 

En effet, X étant donné, la formule 

X=f(u) 

donne, pour u, r valeurs dans un parallélogramme ; à chacune de 
ces r valeurs, la formule 

Y=/,(a) 
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fait correspondre une seule valeur de Y. Donc à une valeur de X 
correspondent r valeurs de Y et l'équation F(X, Y) = o est de 
degré /• en Y. On voit de même qu'elle est de degré r^ en X. 

Par exemple pu est du second ordre, ji u du troisième ; aussi 
la relation algébrique entre ces deux fonctions est du second 
degré en p' et du troisième en j). 

52.. Toute fonction elliptique /(m) admet un théorème d'addition 
algébrique. — En effet /(l^) est une fonction rationnelle depa 
et p' u 

f{u)= R(pu, p'a). 

De même 

/(*»)=: R(pp,p'p). 

Formant ensuite f{u -+- v) qui est une fonction rationnelle de 
P(m4- v) et p'{u H- (^), et exprimant j)(w-4- v) et p\u -h sf) en 
fonction de pu^ pv^ p'u, p' v par les formules d'addition, on voit 
que /(m -h (^) est une fonction rationnelle de j)i/, pv, p'w, p'v 



D'ailleurs 



f{u-^v)=i R,(pM, pp, p'ii, pV). 

p'* M = 4 P^ W — ^J P M — A"! » 



L'élimination de pw, pv^ pu, p'v entre les cinq équations pré- 
cédentes fournira une relation algébrique entre f{u-\- (^), f{u) 

La réciproque de ce théorème est vraie en ce sens que : 
Toute fonction analytique uniforme transcendante qui a un 
théorème d'addition algébrique est nécessairement une fonction 
simplement ou doublement périodique. Nous nous bornons à 
énoncer cette proposition, dont la démonstration nous entraînerait 
en dehors du cadre de cet Ouvrage. 
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1. Démontrer les formales suivantes que nous empruntons aux Formules 
et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques, d'après les Le- 
çons de Weierstrass, rédigées par M. Schwarz, traduites par M. Padé. 

Dégénérescence. — Quand (u'= oo, u étant fini et différent de zéro, on a 

9£» 

^u a(i> 20) 3 \2U)/ 6 

rii = c'V««/ — sin — 



cri 

1t 20) 



On le démontrera en rapprochant les formules des n^ 23 et 37. 

Formules d'addition pour pu et conséquences, 

. X i ^ /P''^^P'^\ » ^ /P^^p'v\ 

^^ *^^ ' ^ 2du\pu — pv/ ^ ^dv\pu — pv / 

(6p^u-'\^t)(pv — pu)-^ip^u — gtpu — fi^i^:p'up'v 

(a) =PMH ; rr i 

^ ' *^ 2(pW--pi')* 



(4) p(a±i') = 



(6p«y~l;^t)(pif — py)-f-4p*<^~jg^«pt^~jg^s^p'MpV 

•2(pW — pp)» 
^(PU pV -- i ffl)(P U -^ PV) — ffjZ^ p' u p' V 



(^) =pc'-^ .(pu-p.). 



•2(pW-pi')« 

' rp'''=FP'^v 

(5) =71- — —pu — pv, 

^ ^ 4 Lp** — P^ J 



(6) 



^ipupv-'\fft)(pu-i'pv)—gn^p'up'v 



p(u±:v) a(pwpv-+-|^i)'-+-a^3(pM-t-pi') 



, , , '2(pupi>-i<g-a)(pa- t-pi>)--^.i 

(7) p(a-4-p)4-p(w — p)= 7-= r^ , 

v *^^ ^"^ -^ (pw — pi')* 

(8) ='iP" — ^ïog(pa — pp)=apt;-— log(pw — pc;). 



(9) 

(lO) 
(M) 

(»a) 
(i3) 

(■4) 
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l L(P" — P*')' a (pw — pt')»J'^ 

4[p(m)-^p(c')4-p(m-4-p)] = (^- Î-- ) =M-7 ^ — H-T ' 

p'u — p'v _ — p'(tf-t-p)-~p'(p) 
pu — pv "" p(w-hv)— p(p) 
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I pu p u 

I pf p'i' 

I p(a-4-c) — p'(a-t-p) 



= 0, 



(i5) p(aa)= — r—= — =pa — - — --logp'w. 

Par rintégration on déduit de la dernière formule 

I p''u (^{iu) 



(i6) 






2 p a 



or^w 



= — P w, 



c'(aa)=(3'*a— ^^^ =a3'a(cf"a)3 — 3 3'««e cT'a 3"'a4- 3''a3'"'a. 



2. Le déterminant 



A = 



I pu p u 
I pc pV 
I pw p'w 



où u, {^, tv sont trois variables indépendantes, a pour valeur 

Pour le démontrer remarquons que ce déterminant, considéré comme 
une fonction de a, est une fonction elliptique d'ordre 3 ayant le pôle triple 
li r= o et les points homologues. Cette fonction a manifestement les zéros 
V et IV, car si l'on fait u =i v ou u = w deux lignes sont identiques. Le 
troisième zéro de la fonction est donc homologue du point —(p + cf^), car 
la somme des zéros ne diffère de la somme des infinis, qui est nulle, que 
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par des multiples des périodes. On a donc 



A = C: 



c3'»a 



G désignant une constante indépendante de u. Pour la déterminer on mul- 
tipliera par a' et Ton fera a = o. Le produit a' A tend alors vers 7L{pv—pw), 
et le second membre tend vers 

CCPC'W 5'(p-+- w). 

Donc 

pç — pw 



G = 2 



^{f<^W <^{V -h fV) 



Décomposant alors pv — ptv en facteurs (n** 43) on a la valeur de G et 
Ton obtient la formule indiquée (>). 

3. FonctionB c,, a*,, a*,. — Les équations 

défmissent les trois racines carrées en fonctions uniformes de u. Si Ton 
donne successivement à la variable u les valeurs 

(i)| = (o, (Oj = o) H- 0)' = lu', (O3 = (I)', 

on obtient les équations 



\ j Ci tu' e-TQw'Co)* y oTiO)' cTQ'wVw 

par lesquelles sont déterminées sans ambiguïté les valeurs des six racines 
carrées. Dans Thypothèse que le coefflcient de i dans — est positif, on a, 
entre ces radicaux, les relations 

( /«j— «i = — *V<?î— «3, 
(3) \ /«3 — et = — « /e, — e,, 

/e, — ei = — i Ai — «i . 



(') Voyezy pour des formules de ce genre, Hermitb, Jownal de Crelle, t. 84. 
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Relations entre les carrés des fonctions a*, 0*1, 0*2, 0*3 — Les relations 

pu— €),= -;— - (X = |,'2,3) 

donnent, par rélimination de pu, les formules 

0*1 w — 0*5 w -h(ej — e^)^^u = Oy 
o-J M — C}« -H(e3— eijT'w = o, 
C}« — a'Itt -+-(^i — <?j)3''m = o, 

( ^2 — e, ) s*; M -+- ( <'3 — e, ) 3'! M -H ( ei — «a ) 3'J M = o. 

Dijférentiations des quotients de fonctions cf'. — L'équation 



(') p'" 


crx«/3'a«/3'vW 


3'z^ ^ u -^ u 


donne pour les fonctions 






3'v U 3" W 



les équations différentielles suivantes 

i 



d 

du 


<ru 


= 


S'il'/ 


S'y u 


j 










e,) 


s'y" 


3* 
3'v 


U 
— y 






= — 


3*1/ 


j''. 

v 





(3) 

I d_ 3'jxi/ 

Exemples de décompositions en éléments simples. 

2 p M — fx s'a " ^ « ~~ <^/a ^ 3* w 

I C^rx- ev)p'w __ 3'|jL« 3'vw _ r/ s'a// 

•2 ( p a — CjxXl^ " ~ **v ) ^ti w s'y w ~ </w ^ s'v w 

(^X--e|x)(a— ^v) </ ^{tl fil 

e) = -, = \oz^\u. 

pu — ex du 3'XM ctu^ ° '^ 

4. Soit f (m) une fonction elliptique du second ordre aux périodes 20» 
et !2o>'. Si cette fonction admet, dans un parallélogramme des périodes, un 

seul pôle double u = a avec la partie principale , sa dérivée 

v'( u) admet dans un parallélogramme les trois zéros a = a -h w, p = rt-f-to', 
Y = a H- w -h o)' et Ton a 

A. ET L. 3 
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Ces théorèmes se démontrent soit en exprimant cp(u) à Taide de pu 
9(a)= Àp(u — a)-4- B, 

soit en remarquant que 

o(aa — M) = cp(u), 
d'où, en différentiant, 

<p'(2a — tt) = — <p'(w); 

relation qui montre que ç'(m) s*annule pour a = a, w = p, w = Y> ^^^ ^^'^ 
donne, par exemple, ^'(a) = — ^'(a). 

Si ^(u) a, dans un parallélogramme, deux pôles simples a et 6 de résidus 
A et — A, 9'(m) admet dans un parallélogramme quatre zéros 

rt -4- 6 a -h b 



et l'on a 



a -^ b , n -h b , 

U-i = h 0) , Uk= h w H- co , 

X [?{")-?(ws )][?(") — ?(«v)l. 

On le démontrera en établissant la relation 

:p(a-H^ — M)=«p{a) 
et, par différentiation, 

o'(a-{-b — u) = — o'{u). 

5. Démontrer que Ton a, quels que soient les arguments a, b, c, dj la 
relation 

a'(a-+- ô)3'(a — ^)a'(c-+- d)^(c — d) 

— 3'(a^c)^(a -'C):ï(b-\-d)ti{b — d) 
-h'^(a-hd)(^(a—d) ^(b-+- c)^(b^c)y 

désignée quelquefois sous le nom d'équation à trois termes. — Elle ré- 
sulte de l'identité 

(A — B)(G-D)-(A — G)(B — D)H-(A-D)(B — G)=o, 

où l'on fait 

A = pa, B = p6, G=pc, D = prf 

et de la formule 

pu — p P = . 

'^ ^ 7U^V 

6. Démontrer qu'il existe une relation linéaire et homogène entre les 
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fonctions 

<^(u-^a)cf(u — a)y cf(U'^b)(^{u — b)f o'(u-Hc)a'(M — c). 
La fonction 

<3'(M-f-a)<3'(M — a) 

est une fonction doublement périodique ayant deux pôles dans un parallé- 
logramme des périodes; on peut déterminer le rapport des constantes P 
et Q de façon que le numérateur s'annule pour u = a] F et Q étant ainsi 
déterminés, la fonction se réduit à une constante. 
On retrouve ainsi la relation précédente. 



CHAPITRE m. 

ÉTUDE DES VALEURS RÉELLES DE pa LORSQUE (u EST RÉEL 
ET co' PUREMENT IMAGINAIRE. APPUCATIONS. 



51. Dans la théorie générale que nous venons d'exposer, les 
périodes aw et 2a>' sont des constantes imaginaires quelconques, 
assujetties à la seule condition que leur rapport soit imaginaire. 
Un cas particulier des plus importants, qui se présente fréquem- 
ment dans les applications, est le cas où l'une des périodes 2o> 
est réelle et l'autre aco' purement imaginaire, c'est-à-dire égale au 
produit de i par un nombre réel. Comme on peut toujours 
changer le signe des périodes, on peut prendre 2(0 positif, alors 2o>' 

étant supposé purement imaginaire, -ï- sera positif aussi, car 

nous avons fait la convention que, dans le rapport — » le coefficient 
de i est positif. 

C'est ce cas que nous allons examiner en détail, pour faire 
ensuite quelques applications géométriques et mécaniques. Pour 
que ce cas se présente, il faut et il suffit que les racines ei, e^^ e^ 
soient réelles. 

1. — Valeurs réelles de pw quand tu et -r sont réels et positifs. 

t 

52. Les invariants g^ et g^ sont alors réels. — Si l'on suppose to 
et -r réels et positifs, les invariants 

j w = g» m (U -+- *2 AI 0)', 

sont réels. En effet, à toute valeur imaginaire de w correspond 
pour (V une valeur imaginaire conjuguée, puisqu'en changeant le 
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signe de n on change le signe du coefficient de i. Dans chacune 
des séries précédentes, les termes qui correspondent à deux valeurs 
imaginaires conjuguées de iv ont une somme réelle : on en conclut 
que g2 et g^ sont réels. 

53. Valeurs réelles de Targ^ument. — En raisonnant de même 
pour chacune des séries 

où l'on suppose u réel, on reconnaît que pu et pu sont réelles 
quand l'argument u est réel. 

Les valeurs de u qui rendent la dérivée nulle ou infinie sont de 
la forme 

/7?4 et /i| étant des nombres entiers. 

I** Lorsque u croît de o à co par valeurs réelles, p' u varie d'une 
manière continue et ne change pas de signe; pour u positif et très 
petit p'u est très grande, en valeur absolue, et négative puisque sa 
valeur principale est 

pour u = ti}, p'u s'annule. 

Donc, quand u croît de o à co, la dérivée est constamment né- 
gative, et elle passe par toute valeur négative; la fonction pu 
décroît constamment depuis 4-00 jusqu'à po> = e|. Cette valeur e^ 
est réelle. 

L'équation 

montre alors que u croissant de o à co, c'est-à-dire pu décroissant 
de 00 à 6i , le pol^rnome 4p^u — g2pu — gz^^ s'annule que pour 
M = 0) c'est-à-dire pour pu = e\. Le polynôme ^x^ — g2X — ^3 
n'a donc pas de racine réelle supérieure à e< : la plus grande 
racine de ce polynôme est la valeur que prend p £/, quand u égale 
la demi-période réelle. 

L'argument u variant toujours de o à co, p'u est négatif, et l'on a. 
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en extrayant la racine, 



OU, en posant x^ pu, 

. dx 

du = — 



/4ar»— ^,ar — ^3 



Comme x décroît de oo à ei quand u croît de o à ci), on a, en 
intégrant par rapport à i^ de o à (o et par rapport k x de co ke^^ 
par valeurs réelles, 



=/ 



dx 



/4 a?»— ^,ar — ^3 



2^ Supposons maintenant que u est réel mais n^est plus compris 
entre o et ci). Les égalités 

montrent d'abord que, quand u varie entre — co et o, p w est réel 
et plus grande que Cty p'u est positive et prend toutes les valeurs 
positives. 

On peut toujours ramener un argument réel à être compris 
entre — co et ci), en retranchant de cet argument un multiple de la 
période 2 0); les résultats précédents s'énoncent ainsi : 

Quand l'argument u est réel la fonction pu et sa dérivée p' u 
sont réelles. La valeur de pu est plus grande que e^et le signe 
de p'u est celui de ( — i)'"'***, si Von a 

mo) < M <(m-hi)a), 
m étant un nombre entier, 

54. Argument purement imaginaire. — Quand l'argument u est 
purement imaginaire, la fonction pu est réelle et p' u purement 
imaginaire. C'est ce qu'on voit immédiatement en se reportant 
aux séries. En effet, si l'on fait u = tV, en supposant v réel, la 
série pu donne. 

p(,>iu,, <-')=- ^ +2'[(ï7i^« - ^] 
=_j._y'r__L î_i. 
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Dans cette dernière série ûp= amtw-i- a/w'/co'; elle définit 
donc, au signe près, la fonction p{^) construite avec les périodes 
/(«>' et i<i), ou avec les périodes — tco' et tto, car on peut changer 
le signe d'une des périodes. On a donc 

(a) p(ïV|(o, (o')= — pMy, iîùj. 

La fonction p(/(^|(i}, ci)'), où l'argument est purement imagi- 
naire, est ainsi ramenée à une autre fonction p à argument réel v, 

construite avec les périodes -r et ito dont la première est encore 

réelle et la seconde />areme/i^ imaginaire avec un coefficient de i 
positif. Donc, quand u est purement imaginaire, p(u) est réelle. 
Cette formule (2) est un cas particulier des formules d'homogé- 
néité établies au n^ 36 : on l'obtiendrait en prenant |ji = i. 

Les nouveaux invariants relatifs aux nouvelles périodes -r et ico 

se déduisent des expressions (i) en y remplaçant w par w; ils sont 
donc égaux k g2 et à — ^3. On peut donc écrire aussi 

(3) p(*V; gt, g%) = — V{^\gt,'-gi)' 

Si l'on prend les dérivées par rapport à v dans les relations (2) 
et (3) on a 

?'{iv''igtygi)= ip'i^'y^t, —^9)' 

Donc, quand u est purement imaginaire, p'(u) est purement 
imaginaire. 

La fonction j^ = pfi'Pî-> t}j=zp(y'^ g^^ — g^) vérifie l'équation 



( 



rfy\l 



le polynôme en^ qui est dans le second membre admet pour ra- 
cines — e<, — «2, — 63. D'après ce que nous avons vu dans le 
numéro précédent, quand v varie par valeurs réelles de o à la 

demi-période réelle ~, la nouvelle fonction p(t') décroît constam- 
ment par valeurs réelles de 00 à p( — -r> « w) qui est la plus grande 
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racine — e^ du polynôme 4^' — g2y H- gi- L'on a de plus 



(0 






dy^ 



,,.-.^ siy^ë^ 



Donc, quand u = iv varie par valeurs purement imaginaires 

de oàci)', la fonction j?=j3(w|co, co'), qui est égale à — J>(^ — » i^\ 

croit constamment par valeurs réelles de — oo à p((i)'jto, co'), 
c'est-à-dire de — oo à la plus petite racine e^ du polynôme 

D'une façon générale, en appliquant à la fonction pl\> —^ iù\ ei 

à sa dérivée ce que nous avons vu dans le numéro précédent, pour 
un argument réel, on a le résultat suivant : 

Quand Vargument u est purement imaginaire, la fonc- 
tion pu est réelle et p'uest purement imaginaire, la valeur de 

la fonction pu est négative et toujours inférieure à e^'^'.p^u) 
a le signe de (— i )'""*** si Von a 

l l ' l 

m étant un nombre entier, 

53. Racines ci, <?», cj. — Parmi les racines du polynôme 
4^:^ — g^x — ^3 la plus grande et la plus petite sont donc 

Ci = p((o|a), U)'), ^3 = p(tu'|co, lo'). 

Ces deux racines étant réelles et les invariants g^ et g^ étant 
réels, la troisième racine e^ est réelle aussi : elle est comprise entre 
les deux précédentes et a pour valeurs 

gj = p(u) -h to'l ti), Oi'). 

Ainsi, en désignant, comme nous l'avons fait, par e^^ e^, e^ les 
racines qui correspondent aux demi-périodes to, w •+■ w', o)', on a 

56. Autres valeiirs de u rendant pu réelle. — Nous trouverons 
d'autres valeurs de l'argument faisant prendre à la fonction des 
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valeurs réelles en considérant les développements de p{u -\- ix^^) 
et de p(M-i- 0)). 

1** Argument w-i-co', u étant réel. — D'après la définition 
même de pe/, on a 

p(u H- o)') — ptu'= > r-- m » 

[A= o, ±2, ±4, ..., 

v==bi, dz3, ±5, .... 

Lorsque u est réel, si l'on change v en — v dans un terme ima- 
ginaire de la série, on obtient un autre terme imaginaire conjugué 
du précédent et la somme de ces deux termes est réelle. Donc 
p(a-i-co') est réel quand u est réel. On voit, de même, que la 
dérivée 

P'(m -H w') = — a 7^7 TTZ 

est réelle. 

Quand u croît par valeurs réelles de o à co, w -f- w' varie de co' 
à 0) -f- w' et p'(m -h w') ne devient ni nul, ni infini, sauf pour les 
valeurs extrêmes qui annulent toutes deux p'(w4-w'). Ainsi 
j)'(i/ + w') garde un signe constant : ^(m + co') varie toujours 
dans le même sens. Or, la valeur de cette fonction pour w = o 
estes; pour w = a>, elle est e^'^-e^* Donc p(w-hc«>') croît constam- 
ment de ^3 à e^. 

D'après cela, le signe constant de la dérivée est le signe -[-. 
Comme cette dérivée part de zéro pour revenir à zéro et reste finie 
elle a un maximum. 

Ainsi, quand u croit de o à eu, p(a-hii)') est réel et crott 
de Czà e2] la dérivée p'{u -f- w') est réelle, positive et inférieure 
à un certain maximum. 

On en conclut une seconde expression de la période réelle 2a>. 
En efi*et, en faisant 

J)(M4-a)') =37, 

on a 

, ' dx 

au = — — — — , 

v/4a7*— ^ja? — ^j 
et quand u varie de o à co, x varie de e^ à Cj par valeurs réelles ; 
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on a donc, en intégrant par rapport à u de o à ci), et par rapport 
à 07 de 6) à ^2; 



Je, •4^»— ^j^ — 



^8 



2** Argument it — w, < ^/a/t^ r^e/. — Considérons enfin un 
argument de la forme — o -H it^ t étant réel. Dans la formule 

p(ep|tD,w) = — Pl^H"* «wj, 
faisons iV = — co •+■ i7, 

p( — b) 4- e'^lu), 0)') = — pf/ -h 0)1 -r-> ew J. 

la fonction qui est dans le second membre rentre, à un change- 
ment de notation près, dans le cas précédent. 

«Il' 
Quand t varie de o à -r cette fonction varie constamment dans 

le même sens : il en est de même de la fonction p( — (o4-i7|(i), o)'); 
or, cette fonction part de e^ pour arriver à e^ ; elle décroît donc 
constamment. Sa dérivée prise par rapport à ^, ip\ — ii)-h«^|w, ^0 
est négative et, comme elle part de zéro pour arriver à zéro, elle 
reste supérieure à un certain minimum. 

Ainsi, quand t varie deoà-ry p{ — tù-\-it) décroît dee%à et\ 

£p'(— ci)-f-f7) est négative et reste supérieure à un certain 
minimum. 

Comme 

p(a) -H tV| o), w')= p( — O) -t- «V|uj, {»)'), 
le même résultat s'applique aux fonctions 

p(w-t-ii) et ip'(cu-f- «7). 

Remarque. — Nous venons de trouver des valeurs de u pour 
lesquelles la valeur de la fonction pu est réelle et nous avons déjà 

reconnu que, dans le cas actuel où les quantités o) et -r sont 

réelles, la fonction pu peut prendre une valeur réelle quelconque. 
Les autres valeurs de l'argument, pour lesquelles la fonction 
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prend des valeurs réelles, peuvent se déduire des précédentes, en 
remarquant que Téquation 

pu — pp = o 
entraine (n^ 43) 

à des multiples près des périodes. 

57. Résumé. — Considérons le rectangle de sommets o, co, 
Cl) •+- (I)', (1)'. Quand l'argument u décrit le contour de ce rectangle 
dans le sens o, w, w + w', co', o, la fonction pu est réelle et 
diminue constamment de -f- oo à — oo : 

i^ Quand u va de o au sommet tOy pu est réelle et décroit de oo 
•d Cl', p' u est négative. ^ 

2° Quand a va de o) à ^'\pu décroît de e\ à ^2, p' u est pure- 
ment imaginaire positive. 

3** La variable u allant de w -H w' à w', p a décroît de 62 à 63, 
p/u est réelle et positive. 

4° Enfin u revenant de (o' à o, pe/ décroit de es à — 00; p'u est 
purement imaginaire négative. 

En tout point pris dans le rectangle pu est imaginaire, 
n. — Étude de la cubique définie par les équations x^pu^y = p'u. 

LEMNISCATE. 

58. Cas général. — Considérons la cubique ayant pour équation 

où g^ et g^ désignent des constantes données quelconques. On 
démontre, en Géométrie analytique, que Ton peut, par une pro- 
jection centrale ou perspective, ramener Téquation de toute 
courbe du troisième ordre à cette forme. 

Construisons la fonction p{u\ g2't g%)'f nous pourrons exprimer 
les coordonnées d^un point de la courbe (1) en fonction d'un 
paramètre u, en posant 

(2) a? = pa, y = p'u. 

A chaque valeur de u répond alors un point de la courbe, car 
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les fonctions p et p' sont uniformes : ce point reste le même 
quand on ajoute à u des multiples des périodes 2€o et 2(0'. Réci- 
proquement, à chaque point (x,y) de la courbe répond, dans un 
parallélogramme des périodes, une seule valeur de u. En effet, x 
étant donné seul, Péquation 

Tr=p{u) 

donne, pour w, deux valeurs Ut et — Ui et toutes les valeurs 
homologues : comme la fonction p'u est impaire, à ces deux 
systèmes de valeurs de m, correspondent deux valeurs dey égales 
et de signes contraires; ce sont les deux valeurs que Ton tirerait de 
l'équation (1). Si Ton fait choix d'une de ces valeurs de y, il lui 
correspond donc une seule valeur de m, W| par exemple, et les va- 
leurs homologues. La proposition est établie. 

On a ainsi une représentation paramétrique parfaite de la 
courbe. 

59. Gondition pour que trois points soient en ligne droite. — 
Soient M4, M2, Mg les trois points où une droite quelconque 

y — ax — b = o 

coupe la courbe. Les valeurs u^, u^^ Uz, situées dans un parallélo- 
gramme élémentaire et correspondant à ces trois points, sont ra- 
cines de Téquation 

p'u — apu — b = 0. 

Le premier membre de cette équation est une fonction ellip- 
tique d'ordre 3 : elle a, dans un parallélogramme élémentaire, 
trois zéros u^, u^, u^ et un infini triple homologue du point 
M = o ; d'après le théorème de Liouville, on a donc 

(3) Wi-h «1-+- M3— 2/1 10 -F 2/l'w', 

n et n' étant des entiers. 

Cette condition qui est nécessaire pour que les trois points 
correspondant à «i, w,, u^ soient en ligne droite, est suffisante. 
En effet, soient M4, Ma, M3 les trois points correspondant aux 
trois valeurs w<, Wa, W3. Joignons les deux premiers par une 
droite et appelons M', le point où cette droite coupe la cubique 
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et «3 le paramètre correspondant. Les trois points M,, Mo, M!, 
étant en ligne droite, on a 

Ml -h U2 -+- 1*3 = 'Jl /?l 10 -+- 2 m' Ci)'. 

m et m' entiers. En comparant à la relation (3) supposée vérifiée, 
on voit que w, ne diffère de u^ que par des multiples des périodes; 
donc Mj coïncide avec M3 et les trois points considérés sont en 
ligne droite. 

60. Formule d'addition. — La relation (3) permet de retrouver 
la formule d'addition de pu. Si Ton appelle u et if les paramètres 
de deux points de la courbe, le point en ligne droite avec les 
deux premiers correspond ^à la valeur — (u-^{>) du paramètre. 

D'après cela, les abscisses des trois points d'intersection de la 
cubique avec une droite peuvent être représentées par 

et les ordonnées par 

L'équation aux x des points d'intersection est 

On voit d'abord que la somme des racines est — ^ ce qui donne 
la relation 

pu -hpu-hp(u -h V)= —-, 
4 

à laquelle il faut joindre Tune des suivantes 



a = 



p' u — p'i^ _ — p'(u -h v) — p'v _ — p' ( fi -i- ç) — p' u 

pu — pÇ ~~ p{u -i~V) — pV p(^u ^ if^ -^ pu 



obtenues en déterminant le coefficient angulaire de la droite au 
moyen des coordonnées de deux de ses points. 
En éliminant a on trouve le théorème d'addition 

, . I /p'u — pV\« 

pu -hpV-hp{u-^i>)=: - ( *- ^— ) . 

On peut déduire de la même équation F(x) = o une autre 
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formule d'addition donnant une expression du produit 

(pu — pv)[p(u -h v) — pv], 

qui est très souvent utile. Posons 

xi = pvy xt=pu, Xi=p(u-+-v); 

nous aurons Tidentité 

^x*—fftx— ^j — (ax-f-6)«=4(a7 — ari)(T — jr,)(a7— araV 

Prenons les dérivées des deux membres puis faisons x = x^, 
nous trouverons 

1237? — gi— aa(rta?iH- ô) = 4(^î — a?,)(ar,— a?,), 
ou, en introduisant les valeurs de la fonction p et se rappelant que 

9.{pU — pv)[p(u -h V) — pv] = J)'P — <IP'V> 

p' U — p'v 

a = = — • 

pu — pv 

En particulier, si a = o, on a Tégalité 

p" i> = (Xt— Xi)(Xi'- Xi), 

qui donne une interprétation géométrique de la seconde dérivée />'V 
et permet de trouver son signe quand elle est réelle. 

Addition d'une demi-période. — Ces considérations donnent 
une signification géométrique simple aux formules d'addition 
d'une demi-période établies dans le n° 47. On les obtient en cou- 
pant la courbe par une sécante passant par un des points où elle 
rencontre l'axe 0:f. Ces points A|, Aj, A3 ont pour coordonnées 
y =z o avec 

X := Cl, X =%eif .T = €3. 

Ils correspondent aux valeurs w, co -|- w', co' de Targument u. 
Si donc on coupe par une sécante joignant le point 

A,(/=o, x=2ei) 

correspondant à la valeur eu du paramètre à un point M' de la 
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courbe correspondant à la valeur u du paramètre, cette sécante 
coupe la courbe en un troisième point M''^ correspondant à une 
valeur i/ telle que 

(0 H- M -I- w'= 2/ta>-i- a/i'o)', 

et, en négligeant des multiples (}e périodes, on peut prendre 
£#'= — {u H- <i)). Ainsi les abscisses des points M' et M" sont 

x' = pu^ a:' = p(u-htxi). 

D'autre part, en coupant la courbe 

^«= 4(a: — ei)(x — e,)(x — e^) 

par une sécante issue du point Â| 

7 = m{x — ei)y 

on a, pour déterminer les abscisses a/ et a/^, l'équation 

m^(x — eîi ) = 4 (a? — e,)(a? — fij). 

Si dans celte équation on considère x — e^ comme l'inconnue, 
le produit des racines (x — ei){af — Ci) a pour valeur 

(x'—ei)(x—ei) = (ei— <?î)(ei — 63). 

On a donc, d'après les valeurs de x' et a/', 

[pw — ci][p(a-h(o) — c,] = (ei — c,)(ei— 63), 

ce qui est une des formules établies dans le n°47. On obtiendrait 
de même les deux autres en coupant par une sécante passant par 
l'un des points A2 ou A3. 

61. Tangentes menées d'un point de la courbe. — Menons la 
tangente à la courbe au point dont le paramètre est i/, celte tan- 
gente rencontre encore la courbe en un point; soit ç le paramètre 
de ce point. On a, d'après la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 

V -\- 2U = 2 ma -h in' ui' . 
On en déduit 

w = 

2 
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Dans celle formule, on peul donner k n et nf toules les valeurs 
entières; mais deux valeurs de u qui difTèrenl par des multiples 
de 2 w et 2 w' donnent le même point de la courbe; il suffît donc 
de donner k n et n' les valeurs o et i associées de toutes les ma- 
nières possibles. On a ainsi les quatre valeurs de u 

» — hW, hW, hw-hto. 

■2 î. 1 i 

Donc, par un point pris sur la courbe, on peut lui mener, en 
général, quatre tangentes distinctes de la tangente au point con- 
sidéré. 

Points d^ inflexion, — Comme autre application, cherchons 
les points d'inflexion. Si u est le paramètre d'un point d'inflexion, 
la tangente d'inflexion coupe la courbe en trois points con- 
fondus avec celui-là; il faudra donc faire dans (i), à des mul- 
tiples près des périodes, 

Mi= M2= ^3= m; 
d'où 

2/1 W -+- 2/l'l0' 
U = :. • 



Dans celle formule, on peut donner k n el n toules les valeurs 
entières; mais deux valeurs de u qui difl'èrent par des multiples 
de 2(0 et 2 ct)' donnent le même point d'inflexion. Il suffit donc de 
donner à n et n' les valeurs o, i et 2 associées de toutes les ma- 
nières possibles. On Irouve ainsi /lew/ points d'inflexion dont les 
paramètres sont donnés par le Tableau suivant, où Un^n' désigne 
la valeur de u correspondant à un choix déterminé des entiers n 
et n^ : 



"0,0 =0, 


Wo.i 


2W' 

'= 3 ' 


4w' 
"o,î= -Y' 






"l,1 


•2tO -f- 9.(ij' 


'> OJ -+- 


i t'i' 


3 ' 


"'•= - 3 




4w 


Wj, 


4ti> -1- aïo' 
3 ' 


«.,,= 3 


iw' 



Ces points sont trois à trois en ligne droile; la droite, qui joint 
deux quelconques d'entre eux, passe par un troisième; on a, par 
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exemple, 

«0,0 -♦" Wl,l-+- "1,1= 2W H- 2w'. 

Le premier point £/o,o est rejeté à rinfini dans la direction 
de Oy. 

62. Condition pour que 3/t points de la cubique soient sur une 
courbe d'ordre n, — Cherchons d'abord la condition pour que six 
points de la cubique soient sur une conique. 

Si l'on coupe la cubique par une conique 

A a:* -t- 2 B r^ -f- Cy* -+- a Da? -4- -2 E^ -i- F = o, 

Téquation qui détermine les paramètres des points d'intersection 
s'obtiendra en remplaçant x eX y par pu et par pu. Le premier 
membre de cette équation est une fonction doublement périodique 
qui, dans un parallélogramme élémentaire comprenant l'origine^ 
admet zéro comme pôle d'ordre 6 et n'admet pas d'autre pôle; 
l'équation admet donc six racines (n*'* 38 et 39) et la somme de ces 
racines est nulle, à des multiples près des périodes. 

Ainsi la condition nécessaire pour que six points de la cubique 
soient sur une conique est que les paramètres de ces six points vé- 
riBent l'égalité 

La condition est suffisante car si elle est remplie, la conique, 
passant par les cinq premiers points, coupe la cubique en un 
sixième point dont le paramètre u'^ doit être congruent à ?/(,. 

On obtiendrait, de même, la condition pour que 3/i points de 
la cubique soient sur une courbe d'ordre n. Cette condition est 

Ml -h l/j -f- . . . -H Uzn == O. 

Par exemple, une autre cubique coupe la cubique donnée en 
neuf points qui doivent être assujettis à une condition, puisque, 
par neuf points donnés, il ne passe, en général, qu'une seule 
cubique. Le théorème précédent exprime cette condition de la 
façon la plus simple. 

Ce théorème a de très nombreuses applications géométriques, 
nous en donnerons seulement quelques exemples. 

A. ET I.. 6 



82 CHAPITRE III. 

Applications, — i° Lorsque six des neufs points d'intersection 
de deux cubiques appartiennent à une même conique les trois 
autres points sont en ligne droite. 

En effet, soient e/|, 2/2, • • -, ^9 les paramètres des neuf points 
suivant lesquels la cubique donnée est coupée par une antre 
cubique, on a la condition 

où, comme dans tout ce qui suit, le signe ^ indique que Tégalilé a 
lieu à des multiples de périodes près. Supposons que les six 
premiers points appartiennent à une même conique, on aura cette 
autre condition 

Wi -+- Mj -+-...+ Zifi = o, 

et Ton déduit de ces deux conditions l'égalité 

M7 -+- «8 -h Mj s o, 

qui exprime bien que les trois derniers points sont en ligne droite. 
Le théorème est donc démontré. 

2° Si Ton considère une conique variable passant par quatre 
points fixes pris sur une cubique, la droite qui joint les deux 
points d'intersection mobiles passe par un point fixe de la cubique. 

Soient u^, Ui, u^j u^, u^, u^ les paramètres des six points d'in- 
tersection, les quatre premiers se rapportant aux points fixes. 
Posons 

«1 H- «1 -H Us -+- Mi = c ; 

V est une constante. La relation qui exprime que les six points 
considérés de la cubique sont sur une conique devient 

p -h t/j -+- Me ^ o ; 

elle exprime que les points dont les paramètres sont 1/5, w« et r 
sont en ligne droite. Comme i' est le paramètre d'un point fixe, la 
proposition se trouve démontrée. 

Courbes de contact, — Les applications suivantes sont relatives 
à des courbes de contact, c'est-à-dire à des courbes qui ont avec la 
cubique plusieurs points d'intersection confondus. 

3^ Considérons d'abord des coniques trois fois tangentes à la 
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cubique; si l'on désigne les paramètres des points de conlacl par 
//{, 1/2, U2 on doit avoir 

2 Ml -+- '2 Ms "+- '^ ^h = '2 /i 0) -+- a nui\ 
ou bien 

Ml -i- Wi -T- M3 = /i w -+- /l'oj'; 

il sufiit de donner à chacun des nombres entiers n et n'ies valeurs 

de o et i . 

Si Ton prend 

n = o, n' = o, 

Tégalité exprime que les trois points sont en ligne droite. C'est 
le cas 011 la conique se réduit à une droite double ; écartons ce cas ; 
il reste trois familles de coniques correspondant aux relations 

Mi-|-«I-h 1*3= w, 

Ml -h M2-+- 1/3= w'. 

«1 -h Ms -h U:t ~ (0 -+- Oj'. 

On peut donc choisir arbitrairement deux des points de contact 
pour chaque conique d'une famille. Prenons une conique, de la 
première famille par exemple; si Ton fait passer une conique par 
les trois points de contact Ui, U2, 2/3, elle rencontrera encore la 
cubique en trois points u\j u'^f ^^3 6t Ton aura 

Ml -h Ui-^ ih-^ u\ H- m', -t- M3 = 2/10) -h in'oj'. 

De cette relation et de la condition déjà vérifiée par //,, Wj, ^/a, 
on déduit 

ll\ -h u\ -+- ll\ ~ w, 

el Ton voit que les trois nouveaux points sont aussi les points de 
contact d'une conique trois fois tangente à la cubique appartenant 
à la même famille. 

4^ Cherchons encore les points de la cubique où la conique oscu- 
lalrice a un contact du cinquième ordre, ou, ce qui revient au 
même, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con- 
fondus. 

On doit avoir pour le paramètre du point de contact 

Gm — '2/10) -h '2/l'lu', 



84 CHAPITRE III. 

OU bien 

n n' 

6 6 

Chacun des nombres entiers n et n! peut prendre toutes les va- 
leurs de o à 5, ce qui donne 6^= 36 points. 

On trouve parmi ces points les neuf points d'inflexion qu'on 

obtient en considérant les tangentes d'inflexion comme des droites 

doubles, puis 

6«— 3«=>7 

points de contact de véritables coniques surosculalrices. Ces 
points sont six par six sur des coniques. 

63. Cas particulier où lo et -r sont réels. Forme de la courbe. 

Nature de l'argument donnant des points réels. — Nous allons 

maintenant examiner le cas particulier où co et — sont réels, de 

façon à avoir une représentation géométrique des résultats du 
paragraphe précédent. Dans ce cas, la courbe a pour équation 

OÙ ei, ea, e^ sont réels et rangés par ordre de grandeur dé- 
croissante. Pour que j^ soit réel il faut que x soit compris entre e^ 
et e>2 ou plus grand que e|. On voit immédiatement que la courbe 
est formée d'une ovale A3 A2 et d'une branche infinie A| de nature 
parabolique, sur laquelle la tangente tend à devenir parallèle à Oy 

(Jg- 5). 

Cherchons quelles valeurs il faut donner à u pour obtenir les 
point réels de la courbe. D'abord, pour obtenir les points de la 
branche infinie, il faut donner à {/ des valeurs faisant varier x de 
Ci à 4-00, c'est-à-dire des valeurs réelles. Puis, pour obtenir les 
points de l'ovale, il faut donner à u des valeurs faisant varier x 
de es à ^2, c'est-à-dire des valeurs de la forme u + w', u étant réel. 

On peut facilement suivre sur la courbe la marche du point 
(x,y) quand l'argument prend ces deux systèmes de valeurs. 

Supposons d'abord u réel; il suffit, à cause de la périodicité, de 
le faire varier de — w à H- w, en remarquant que des valeurs de u 
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égales et de signes contraires donnent des points de la courbe sy- 
métriques par rapport à Ox. Quand u croît de o à u), or décroît 
de + 00 à <?i, j^ croît de — oo à o : on a donc la branche infinie de 
courbe située au-dessous de 0:r et venant aboutir au point A| 
dont les coordonnées sont d et o. Au point A, la tangente est pa- 
rallèle à Oy puisque -^ = p'u s'annule pour i/ = w et que -j- ne 

Fig. 5. 




s'annule pas pour celte valeur. Quand u varie de o à — co, on ob- 
tient la branche de courbe symétrique de la précédente par 
rapport à Ox. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
donnée par des valeurs réelles de l'argument. 

Supposons maintenant l'argument de la forme £/ + <^' et faisons 
varier a, par valeurs réelles, de o à (o; x croît de e^ à ^2; ^est 
positif, varie d'une manière continue et part de zéro pour revenir 
à zéro. On a donc la branche de courbe située au-dessus de Ox 
et allant du point A3(e3,o) au point Aa(^2}0); les tangentes 
en A3 et A2 sont parallèles à Oy. L'argument étant toujours de 
la forme a-f-a>', en faisant varier £/ par valeurs réelles de o à — co, 
on obtient le deuxième arc de l'ovale symétrique du premier par 
rapport à 0:r. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
(ovale) correspondant aux valeurs de la forme 1/4- <*>', u réel. 
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Tangentes parallèles à Ox. Signe de p^ u. — Comme on a 
y = j)'i/, les valeurs de u correspondant aux points où la tangente 

est parallèle à O^ sont racines de l'équation ~ = o ou j)" m =o. La 

fonction p*^ a, qui estpaireeld^ordre4) a, dans un parallélogramme, 
quatre zéros deux à deux égaux et de signes contraires. II y a donc 
sur la courbe quatre points où la tangente est parallèle à Ox. 
Deux points^ les points B| et B2, sont seuls réels : en effet les 

dv 
abscisses de ces points sont racines de l'équation ~^ = o ou, d'a- 
près l'équation de la courbe, \^x^ — ^2 = o. Cette équation, dont 
le premier membre est la dérivée du polynôme ^x^ — g2X — gz-, 
a une racine a entre e^ et e^ et une autre p entre e^ et e^) cette 
dernière seule donne des points réels B| et B2. 

L'identité 2p"u= i2p^u — g2=i2X^ — g2 donne le signe de 
p"ii. Sur la branche infinie, x^ ol, p" u est positif. Pour l'ovale, 
sur l'arc Bt A2B2, p" u est négatif, car x est alors compris entre les 
deux racines a et ^ de i2X^ — g2'j sur l'arc B| AsB2, p'^u est po- 
sitif, car X est inférieur à p. 

Tangentes menées par un point de paramètre v. — Nous 
avons vu que les quatre points de contact correspondent aux va- 
leurs du paramètre 



, hw, hto, * 

•2 X '12, 



On peut donc, par un point P pris sur la courbe, mener quatre 
tangentes, en général distinctes de la tangente au point considéré. 
Lorsque v est réel, pour deux des points de contact, l'argument 
est réel; pour les deux autres il est de la forme co'-+- W|, u^ étant 
réel. Donc, lorsque le point P est pris sur la branche infinie, les 
quatre tangentes sont réelles : deux des points de contact sont sur 
l'ovale et les deux autres sur la branche infinie. Lorsque v est de 
la forme co'-f- Ci, v^ étant réel, on a 



2 ~" 2 ' 1 



Les arguments des points de contact ne sont ni réels, ni de la 
1/,, M, étant réel (à des périodes près). Par un point P 
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pris sur Tovale ou ne peut pas mener à la courbe une tangente 
réelle. 

Points d^ inflexion. — Nous avons trouvé plus haut neuf va- 
leurs du paramètre donnant les neuf points d'inflexion. Dans le cas 
particulier que nous examinons ici, trois de ces valeurs 

sont réelles; elles donnent trois points d'inflexion réels situés sur 
la branche infinie, le premier à Tinfini, les deux autres aux points 
h et I2 symétriques par rapport à O^. Ces trois points sont en 
ligne droite. 

64. Dégénérescence. Cas d'un point double. — Supposons le 
discriminant g] — 27^3 nul. La cubique a alors un point double. 
Une des périodes 2w' est infinie (n***23 et 37) et pu se réduit à 

71* 71* I 

X = pu = 



4W* . . 7tW 

Slll* 

2(0 

d'où 

T.U 

, COS 

, TZ^ 2C0 

sin» — 

2(1) 

La condition nécessaire et sufïi.sante pour que les trois points 
correspondant aux valeurs e/i, U2<, u^ du paramètre soient en 
ligne droite est alors 

Ml H- Mï+ «3= 2/lW, 

où n est un entier. C'est ce qu'il est aisé de vérifier. En effet les 
valeurs de u correspondant aux trois points d'intersection de la 
cubique avec la droite Plx -H Bj^ + C = o sont alors racines de l'é- 
quation 

kpu H- Bp'w -h G = o, 

ou, en désignant par a, 6, c d'autres constantes, 

T.U 
COS — 
- 2(JJ 

b h c = o, 



. . HM . , XM 

sin* — sin' — 

2(0 2(0 
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équation du troisième degré en 



TZU 

/ = cot — , 

2(1) 



La somme des produits des racines deux à deux étant i on a, 
d'après la formule donnant la cotangente d*une somme, 



d'où 



cot— ^(mi-+- W|-4- Wa)= », 



-J^(Wl-+-Mî-*-W3)=/lTÎ» 



ce qui est bien la relation indiquée. Actuellement il n'y a plus que 
trois points d'inflexion ; car en faisant e/i = 2/3= 1/3= u^ on a 

3m =2/110, 

d'où trois valeurs donnant des points distincts 

Ces points sont en ligne droite car 

w'-f- a'-h m"'= ao). 

Ca5 d'un point de rebroiissement. — Si g2= gz = o h cu- 
bique devient 

elle a un rebroussement. Alors les deux périodes w et w' sont in- 
finies; on a (n® 23) : 

Les trois valeurs de «/ correspondant à trois points en ligne 
droite vérifient alors la relation 

"i-H «i-H "3 = o; 

en eflet, elles sont racines d'une équation de la forme 

2a, 

-T -t- -r -4- 6 = o, 

qui, rendue entière, ne contient pas de terme en u^. 
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Il n^y a plus qu'un point d'inflexion, car en faisant 
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on a 



Ui = w, = 113 = a, 
3m = o. 



Ce point d'inflexion est d'ailleurs rejeté à l'infini. 

65. Rectiflcatlon de la lexnniscate. — Soit une lemniscate ayant 
pour équation en coordonnées polaires 




L'arc OM = s {Jig» 6), compté à partir du point double où /• 
est nul, est donné par les formules 

2 dr 



ds=s/dr^-hr^d^^= — 



•4-- 






2 dr 
Faisons le changement de variable 



il vient 






on a donc une intégrale de la forme 
r- dz 

avec ^a= ij ^3= o. On en conclut 



i;=p(5;i,o)=— . 
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On a ainsi une représentation géométrique de la fonction 
p(s] 1, o) pour les valeurs réelles de Targument. 

Actuellement les racines ei, e>. e^ sont -> o et • Les ex- 

pressions 



c'est-à-dire 




j 






/2 — /•» 


s/9, -h r« 




ri. ' 


» 
r 


/V5 


ou encore 










\/2 5in8 


— t 


V^cosO 

, 



sont des fonctions uniformes de s exprimées par les quotients 

^i(s) (ït(s) 5-3(5) 
a'(5)' a'(5.)' a'{s)' 

On a ainsi une représentation géométrique de ces trois fonctions 
pour le cas g2= ^ 1 ff3= o, 

La demi-période réelle est donnée par 

.= f' '^ ^ r ''' ' • 

s 

Elle est égale au quart de la longueur totale de la lemniscatc, car 
en revenant à la variable r, on a 

rv^ idr 

ce qui est la longueur de l'arc OA. 

III. — Pendule sphérique. Corps pesant de révolution. 
Élastique gauche. 

66. Pendule sphérique. — Le pendule sphérique est constitué 
par un point pesant mobile sans frottement sur une sphère fixe. 
Prenons pour origine le centre de la sphère et pour axe des z une 
verticale dirigée vers le haut. En coordonnées semipolaires l'équa- 
tion de la sphère est 
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en désignant par / la longueur du pendule. Le mobile est soumis 
à raclion de deux forces, son poids et la réaction normale de la 
sphère; le théorème des forces vives donne donc 

!>* = — 2ffZ -h h. 

De plus, les deux forces étant dans un même plan avec Taxe 
des Zj on peut appliquer le principe des aires à la projection du 
mouvement sur le plan xOy : 

/'S d^ = C dt. 

'} désignant Tangle polaire. Ces trois équations déterminent z, r 
et ^ en fonction de t. 

Cherchons d'abord à déterminer z : il faudra pour cela éli- 
miner /• et ^, L'équation des forces vives peut s'écrire 

dr^ -4- rî dà^ -f- dz^ 



De l'équation de la sphère, on tire r=:\Ji^ — z^\ d'autre part, 
l'équation des aires donne 

Cdt Cdt 

Portant ces expressions dans l'équation des forces vives, on a 
une équation de la forme 

où ©(2) désigne le polynôme du troisième degré 

On en déduit le temps t et l'angle ^ en fonction de z par des 
intégrales elliptiques. 

Pour que -j- soit réel, il faut que çp(^) soit positif. Ce polynôme 

a ses racines réelles : en effet, appelons Zq la valeur initiale de z 
et substituons dans '^{z) la suite des nombres 4-oo, /, ^o, — /; nous 
trouverons, pour les résultats des substitutions, les signes -+-? — i 
-+-, — , car Zq rend évidemment <p(5o) positif, la valeur initiale 
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de^ étant réelle. Il j a donc une racine z^ de ç(^) entre -f- ao 

et /, une autre Z2 entre / et So? "ï^e troisième z^ entre Zq et — /. 
Ainsi les nombres de la suite 

2l> ^» 'Sj, 5o» ^3î — ^ 

sont rangés par ordre de grandeur décroissante. La variable :; par- 
tant de Zq ne peut varier que dans l'intervalle Z2 z^. 

Calcul de z, — La coordonnée z est donnée en fonction de / 

par Téquation (i) d'après laquelle '^(37) est égal à un polynôme 

o{z) du troisième degré en z. Pour en tirer z par une fonction 
elliptique de ty nous commencerons par faire un changement li- 
néaire de variable de la forme 

(2) ^ = M*H-N, 

où s désigne la nouvelle inconnue et M et N deux constantes telles 
que l'équation (i) prenne la forme 

(3) (^;y=4*'-^,*-^.. 

Par la substitution (2) l'équation (i) devient 

fdsy _ f(^ __ o(M5-t-N) 
^'^^ \dt) " MU* "" M«/« 

Pour identifier avec la forme (3), il faut égalera 4 le coeffi- 
cient de 5* et à o celui de s^ dans le deuxième membre. On a ainsi 

(5) M = — , N=~- 

L'équation prend alors la forme (3) à condition d'attribuer aux 
constantes ff2 et g^ des valeurs convenablement choisies. 

Comme le poljnome o{z) a trois racines réelles z^> Z2> z^, 
le polynôme transformé 
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a trois racines réelles ei , 62, e^ 

,-, 5t— N ^t— N zj— N 

(6) ei=-^çp-, e,= —^^, ^,= ___, 

et Ton a ei > ^2> e^, car M est positif. 

Construisons alors la fonction pu avec les invariants g2 et g^ ; 
celte fonction vérifie l'équation 

., , • o(Mpa-hN) 

Si donc on pose 

s = pUf 5 = Mpa4-N, 
f/ étant regardé comme fonction du temps /, Téquation (4) devient 

d'où 

(du \ ' du 

di) ='' dï='^'- 

On peut toujours prendre le signe -H, car pu étant paire, on 
peut changer le signe de u. On a alors 

M = < H- const. 

Cherchons maintenant de quelle forme est la constante. Comme 
la valeur trouvée pour M est positive, la relation 

z = MpM-+-N 

montre que s = pu varie dans le même sens que^. Donc quand z 
décroît de z^ à Zg, pu décroît de €2 à es, u — w' est donc réel et 

Ton a 

a = < 4- w', 

si l'on compte le temps à partir de l'instant où z = z^. 

La demi-période réelle co est le temps que met z à varier de Z2 

Calcul de A. — L'angle ^ est défini par l'équation difl'érentielle 

., Cdt 
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que nous écrirons^ en remarquant que dt = du, 

Dans cette équation, il faut remplacer z par sa valeur 

5 = M ji 1/ -4- \ ; 

le coefficient de du est alors une fonction elliptique de u que 
nous allons décomposer en éléments simples, de façon à pouvoir 
intégrer. 

Considérons deux arguments a et 6 délinis par les relations 

(7) / = Mj3a-+-N, -/=Mp6-+-N, 

ces arguments sont définis aux signes près; nous verrons plus loin 
comment il convient de choisir leurs signes. Alors Texpression 
de dà devient 

^ "" 2 M / \ pu — pa pu - pb)^ 

où il reste à donner une forme simple au coefficient -vr#- 
Pour cela remarquons que le polynôme 

^(z) _ o(MpM -4- N) 

c 

se réduit à — jtj^ pour ;;= / et 5 = — /, c'est-à-dire pour u=^ft 
et u=^ b] comme on a identiquement 

on trouve, en faisant successivement u = a el u = b, 

C« ,,, C« 

Nous prendrons, en extrayant les racines, 
ce qu'on peut toujours faire, car jusqu'à présent les signes de a 
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et b n*étaient pas déterminés; nous les déterminons par le choix 
de signes que nous venons de faire pour p'a et p'b. 
On peut donc écrire 



.d^ __ p'h p'a 

du~~ pu — pb pu — pa 

La décomposition du second membre en éléments simples se 
fait en appliquant deux fois la formule (64) du n® 44 

21-^^ = ;(a-t-a) — î(a — a) — 2Ç«, 
- !;(« 4- ^>) -f. C(a — ^) -+- 2;^. 

En intégrant et en remontant des logarithmes aux nombres on 
trouve 

ar(i/ — a) :a(u -h b) 

La constante d^intégration — E* se détermine par les condi- 
tions initiales. 
L^angle <L est ainsi exprimé en fonction du temps. 

Expressions de x et y. — On a 

X — ly ^{u — a)^(u-hb) 

D'autre part, d'après l'équation de la sphère, 

(t -+- iy){x — iy)^ (l— z){l-^z) = --M^{pu — pa){pu^pb), 
(^ , ,-,.w^ ,-,.x ^^, c^(u^a):^(u--a) <f(u^b):r(u-^b) 



En multipliant membre à membre les égalités qui donnent 

(fa^b^^u 



^_^*:^ et {x -f- iy){^ — iy) on obtient (x H- iyy^ 
x-^iy^z EM -^^ — ^^Ja^>.. ' «" ^^^"'*' , 



on en conclut 

^ E ^a^b^^u 

Enfin, remplaçons M par sa valeur en fonction des éléments 
elliptiques, valeur qui peut s'obtenir en retranchant membre à 
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membre les égalités 

--/ = Mpa4-N, — /=i\Ip6-t-N; 
M = r = — 'il ■ 



cfi^a-^ b)^{a^b) ^^u 

I iiia-ib ^(u — a)'^(ii-\-b) y - 

M <T{a'\-b)^{a^b) :fUi 

On a ainsi x^ y^ z exprimés en fonctions uniformes de t. 
Quand t augmente de 2(i>, z reprend la même valeur, Fangle po- 
laire ^ augmente d'une certaine constante. 

67. Corps pesant de révolution suspendu par un point de son 
axe. — Prenons pour origine le point de suspension O, pour axes 
liés au corps l'axe de révolution O^ et deux axes perpendicu- 
laires, pour axes fixes la verticale ascendante O^i et deux axes 
perpendiculaires. On démontre en Mécanique (*) que les angles 
d'Euler 6, <p, ^, qui définissent la position des axes liés au corps 
par rapport aux axes fixes, sont donnés en fonction du temps par 
les formules suivantes. D'abord, en posant cosO = 3, on a 



(«) 



[^/fy = i^'-'^'-n'--')~Cfi--''-r'=^f(:^h 



où //{, /{, a, ^ désignent des constantes, dont la première m est 
positive, de sorte que /(z) est un polynôme du troisième degré. 
On a ensuite 

/'o désignant une autre constante. 

Il s'agit de tirer de ces équations 0, ç, ^ en fonction du temps. 
Les calculs, comme on va le voir, présentent une grande analogie 
avec ceux que nous venons de faire pour le pendule splicriquc. 



df 


I — 


' nz 




ai 


= /-o- 




-zl 

1 



(') Voir ArpELL, Traité de Mécanique, l. II, n* 40?. 
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Celle analogie peut aller jusqu'à ridentité, car, dans le cas parti- 
culier où le corps pesant de révolution se réduit à un seul point 
matériel, il constitue un pendule sphérique. j 

Le polynôme /(5) est négatif pour les valeurs — oo, — i et -f- 1 ! 

de Zy tandis qu'il est positif pour la valeur initiale Zq de z qui i 

rend nécessairement -77 réel et pour -+-00. Il a donc ses trois ra- 

at '■ I 

cines 5<, Z2, z^ réelles et comprises respectivement dans les inter- 
valles (-|- 00, H-i), (-1-1, 5o)et(zo, — i). 

Calcul de z. — Commençons par faire un changement linéaire 
de variable 

où M et N sont des constantes choisies de telle façon que l'équa- 
tion en s prenne la forme ' 

(4) (S)* = ^''~^**""^" 



Par ce changement l'équation (i) devient 

dsy _ /(M5-4- 
dt) " M» 



(5) f^^'Y^ /(M5-4-N) 



On déterminera les coefficients M et N de façon à rendre égal 
à 4 le coefficient de 5' et à o celui de 5^; après celle détermina- 
lion, qui donne pour M la valeur positive M = — > on pourra 
écrire 

(6) "^d^ ^=4*»- ^««-^3, 

à condition de donner aux invariants g2 et g^ les valeurs qui 
rendent le premier membre identique au deuxième. 

Les racines du polynôme /(g) étant, par ordre de grandeurs dé- 
croissantes z^, ^29 ^37 celles du polynôme transformé en s seront 

ei=-yj-^ ^*=-M-' ^^=-Sl— 

Pour que /(z) soit positif il faut que z partant de Zq varie 
entre Z2 et 535 donc s devra varier entre €2 et e^. 

Si Ton construit la fonction pu aux invariants g2 et ^3, cette 

A. ET L. 7 
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fonction vérifiera l'équation 

/(Wpw-+-N) , . 

(7) ^ ""= M« =^iP*^-fftPu-ffz. 

Nous poserons alors s = pu en regardant u comme une fonction 
de /, et l'équation (5) deviendra 

c'est-à-dire 

(duy du 

\Tt) ='' Tt--^'^ 

où nous prenons 4-i, car, pu étant paire, on peut toujours 
changer u de signe. On a alors 

M = ^ -+- const., 

et, comme s=ipu doit rester compris entre e^ et ^3, u — w' doit 
être réel. Nous ferons 

(8) w = <H-(o'; 

alors pour ^ = o, u^=iù\ pu = c^^z = xîj. 

Le temps est donc compté à partir d'un instant où js = ^s* 

En résumé^ nous avons exprimé z en fonction uniforme du 

temps par la formule 

La demi-période (o est le temps que met z à varier de z% à z^ et 
inversement. 



Calcul de if. — On a 

d^ _ ^ — nz _ I /p-t_5_ P — ^ \ 

Remplaçant, dans cette expression, z par sa valeur 

z = MpM-+- N, 

et dt par f/a, on est ramené, pour avoir i/^ à intégrer une fonction 
elliptique. Pour faire cette intégration il faut décomposer la fonc- 
tion elliptique du second membre en éléments simples. Pour 
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cela, déterminons deux arguments constants a et b par les condi- 
tions que pour u = a, z devienne égal à i et pour u=^bj z de- 
vienne égal à — I 

Mpa-f-N = 1, 



(9) 

Ces arguments sont déterminés aux signes près par ces deux 
équations^ si l'on regarde comme équivalentes deux valeurs de a 
ou deux valeurs de b ne différant que par des multiples des pé- 
riodes. On aura alors 

î[i = JL / ?-^n p — 71 y 

du ~~ aM \pu — pb pu — paj 

Les rapports Tt'^ > ^^^^ s'expriment d'une manière simple à 

l'aide de a et b. Remarquons pour cela que le polynôme /(z) se 
réduit à — ( p — n)^ pour z = i et à— (P-f- /i)^ pour z = — i . 
Donc la fonction /(Mp a 4- N) se réduit à -— (P — ny pour u = a 
et à — (? + f^y pour u = b. Mais comme on a identiquement 

/(Mpg + N) 

on a, en faisant successivement u = a et u=: b^ 

P'^= Mi—' ^^= Mi 

En extrayant les racines, nous prendrons 

en choisissant convenablement les signes de a et 6 qui jusqu'ici 
étaient restés indéterminés. Nous aurons alors 

du" pu — pb pu — pa' 

L'intégration s'effectue comme dans le cas du pendule sphé- 
ri que. 

Si l'on appelle a", P", y les cosinus des angles que fait l'axe Oz 
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du corps avec les axes fixes Oj?i, Ojko Oz^^ on a 

de plus d" et ^" sont les coordonnées x^ et yi du point situé sur 
Taxe du corps à une distance i du point O; en appliquant une 
méthode identique à celle que nous avons suivie pour calculer x 
et y dans le pendule sphérique, avec ce seul changement que, 
actuellement, / se trouve remplacé par i, on trouve 

^ K (f{a-hb)cf(a — b) (^*u 

avec 

Calcul de <f, — On a 

do d^ B — nz 

dt dt 1 — -5» 

Décomposant le second membre en fractions simples, il vient 

d^ I/3-+-/1 B — /i\ 

dt 2\-5-M z — 1/ 

Remplaçons^ par Mpe/ + N et introduisant comme tout à l'heure 
les arguments a et 6, on a 

du 2i\pu — pa pu — pb/ 

d'où, en décomposant en éléments simples, 



.|;(w-6)-;(aH-6)H-aî6, 



21-,* = 2i(ro — /i)h-Ç(m — a) — Ç(aH-a)+2Îa 



et en intégrant 

^tf^ii(r,-n)u = C *^('iZ:«) '^( '^-^) eH-ïulCa+ÇA). 

a'(u4-a)o'(tt-h^) ' 

la constante C se détermine en écrivant, par exemple, que o est 
nul pour ^ = o, c'est-à-dire u= w'. 
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68. La courbe élastique gauche (0- — H s'agit de trouver la 
figure d'équilibre d'une tige flexible dont la section est circulaire 
et qui est soumise à l'action de forces appliquées seulement à ses 
extrémités. 

Si Ton choisit convenablement les axes de coordonnées, on 
irouve pour définir la courbe cherchée les équations différentielles 



< z'af — x'z'' = aiy'- 



(1) / z'x^—x'z'^oiy—pxy 

dans lesquelles x'^ y, ^', a:", y, z" désignent les dérivées par 
rapport à l'arc s des coordonnées x, y^ z et a, p, y des constantes 
dont les deux premières sont essentiellement positives. 

Ajoutons membre à membre les équations précédentes après 
avoir multiplié les deux membres de chacune d'elles respective- 
ment par x', y, s'; en tenant compte de la relation 

nous trouvons 

(2) a-f- p(^ar'— iry)-+- Y'5'= o 

et en difi*érentiant le premier membre par rapport à s 

(3) P(7ar'-arx'')4-Y>8'=o. 

Multiplions maintenant par x les deux membres de la première 
équation différentielle, par y les deux membres de la deuxième et 
ajoutons, il vient 

z^xy —yx')'-'Z\xy—yx')= aixx'-hjry')* 

et si l'on remplace xy — yxf et xy — yx^ par leurs valeurs 
en fonction de z' et de j^ tirées des équations (a) et (3). 

z'(a -h '^z')—z'yz'=i a ^{xx'-hyy)j 
ou encore 

^(xx'-^yy) = z'. 



( * ) Voir Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques^ p. 98 ; 
et une Note de M. J. Bertrand dans la Mécanique analytique de Lagrange 
(édition publiée par M. Darboux, t. I, p. 460). 



• •-••• • 
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En intégrant et en désignant par 8 une nouvelle constante 

P(a?«4-^«)=2(^'— 8). 

Ainsi, des équations dififérentielles données (i), nous pouvons 
déduire le système suivant 

P(a:«-+-7») =2(^-8). 
Servons-nous maintenant de l'identité 

(ara?'+7y)«-H(/a;'-ary)«=(a?«H-j.«)(a7'«H-y«), 

nous obtiendrons, pour déterminer z'^ T équation différentielle 

Dans le cas particulier où y = o, cette équation différentielle 
a, au signe de z' près, la même forme que celle qui s'est présentée 
à propos du pendule sphérique et s'intègre de la même manière. 

Si Y 7^0, l'équation différentielle ne diffère de celle qui donne 
;; = cosO, dans le mouvement d'un corps grave de révolution, que 
par le signe de z'] la méthode suivie dans ce dernier cas s'applique 
donc sans difficulté au cas de l'élastique gauche et l'on pourrait 
d'ailleurs mettre les problèmes en équation de manière à aboutir à 
des équations différentielles identiques. 

D'après un théorème dû à Kirchhoff, l'axe d'un pendule sphé- 
rique ou d'une toupie dont la pointe est fixe reste toujours parallèle 
à la tangente à une courbe élastique gauche, le point de contact 
de la tangente décrivant la courbe avec une vitesse constante (*). 



(*) Voir Greenhill, Fonctions elliptiques, p. Sao et 324) PoingarBi Leçons 
sur la Théorie de V Élasticité, p. 20 x. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE III. 



i. Déterminer les paramètres des points de contact des tangentes 
menées à la cubique rr = pu, jr =zp'u par le sommet Ai de la branche 
infinie (u) et u)' réels). 

En conclure que, Ox étant supposé horîzontal/si Ton considère le point 
le plus haut de Tovale on peut prendre pour paramètre de ce point une 
quantité de la forme a + u)', a étant une quantité réelle comprise entre o 



et -. 

Il suffît pour le voir de prendre un argument u + a>', de faire varier u 
de o à — et de remarquer que — h eu' correspond à une tangente menée du 
sommet A]. 

2. Le rapport anharmonique des quatre tangentes menées à la cubique 
par un point P pris sur la courbe reste constant quand le point P se dé- 
place sur la cubique. 

On peut obtenir ce rapport anharmonique en fonction des coordonnées 
du point P et des coordonnées des quatre points de contact. On exprime 
ensuite ces coordonnées à l'aide des paramètres elliptiques correspondants 
et Ton applique la formule de l'exemple S, page 63. 

3. Si l'on appelle points correspondants d'une cubique deux points tels 
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois 
points correspondants d'un point donné et, en désignant par u le paramètre 
du point donné, on peut prendre comme paramètres des points correspon- 
dants 

chacune des demi-périodes définit un des trois systèmes de correspondance. 
Si l'on considère deux couples de points correspondants du même sys- 
tème : A, A' d'une part, B, B' d'autre part, les droites qui joignent les points 
non correspondants AB, A'B' ou AB', BA' se coupent sur la courbe et les 
deux nouveaux points sont des points correspondants dans le même sys- 
tème. 

4. Sur la cubique définie par les équations 

on prend deux points dont les paramètres diffèrent d'une constante p; la 
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixième classe. 
Dans le cas particulier où p a l'une des valeurs 

(I), 0)', (l> •+- O)', 
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Tenveloppe est une courbe de troisième classe (qui se présente ici comme 
comptée deux fois). 

Dans réquation de la droite joignant les deux points on remplace les 
coordonnées courantes par les coordonnées Xq ^y^ d'un point Pq, Téquation 
en u ainsi obtenue a six racines dans un parallélogramme élémentaire. 
Dans le cas particulier ou p = u) par exemple, Téquation en u ne change 
pas quand on change et en u + co. 

Remarque, — La cubique donnée peut être regardée comme la hessienne 
d'une autre cubique G et cela de trois manières différentes ; les courbes 
de troisième classe qui viennent d'être déflnies sont les cayleyennes des 
trois cubiques G (>). 

5. Si deux systèmes de trois droites ont huit de leurs neuf points d'in- 
tersection sur une cubique, le neuvième point d'intersection est aussi sur 
la cubique. 

Gelte proposition peut se vérifier directement à l'aide de la condition 
pour que trois points soient en ligne droite ; elle peut aussi se déduire d'un 
théorème démontré n* 62. 

Si l'on appelle tangentiel d'un point m d'une cubique le point oii la tan- 
gente en m rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points en 
ligne droite sont en ligne droite. 

La droite qui joint deux points d'inflexion va passer par un troisième 
point d'inflexion ; on remarque qu'un point d'inflexion se confond avec son 
tangentiel. 

6. Déterminer les points d'inflexion de la cubique 

en étudiant la variation du coefficient angulaire de la tangente. 
On trouve pour les déterminer l'équation 

p'ap'^M— (p'm)»= o, 

ou en posant x = pUf Téquation 

/(ar) = a?*-^^,ar2_^,a7- i-(^I^,j = o, 

dont la dérivée est 

y'(2r) = 4a:»— ^,37 — ^,= 0. 

Si gi et ffz sont réels, cette équation a deux racines réelles et deux racines 
imaginaires conjuguées. Ges racines sont 

2(1) 2(1)' /2ûJ 2(i)'\ /2(«) 2ti)'\ 

p_, p__, p^__ + _j. p^___j; 



(') Voir Clbbsch (Lindsmann), Leçons sur la Géométrie, t. II, p. 38 1. 
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si on les désigne par a^'b^ Cy d elles vérifient la relation 

2S=(a — by(c — d)*-\-{a — c)(a-^d)(b — c)(b'-d)=o, 

qui s'obtient en appliquant les formules (7) et (9) page 6a (S est un inva- 
riant de réquation). 

7. Étant donnés trois points P, Q, R sur une cubique, déterminer un 
triangle ABC dont les sommets soient sur la courbe et dont les côtés 
passent respectivement par les points donnés P, Q, R. 

Il y a quatre solutions. Si les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
les sommets de l'un des triangles sont en ligne droite : il reste seulement 
trois triangles proprement dits. 

8. Si Ton considère une conique ayant deux fois un contact du deuxième 
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les 
points de contact va passer par un point d'inflexion. 

9. Si l'on considère l'une des trois tangentes menées d'un point d'in- 
flexion le point de contact est tel qu'il existe une conique ayant en ce 
point avec la cubique un contact du cinquième ordre (six points confondus). 
Retrouver que le nombre de ces coniques est 27. 

10. On mène la tangente à une cubique en un point Pq; soit P] le point 
où cette tangente rencontre de nouveau la courbe. On mène la tangente 
en P], soit Pj le point où cette tangente rencontre de nouveau la courbe. 
On détermine ainsi une suite de points 

■ Oi *!» • ••» 1 r» 

dont chacun est le tangentiel du précédent. Trouver la condition pour que 
le contour ayant ces points pour sommets successifs se ferme et forme un 
polygone de r côtés. 

On écrit la relation qui existe entre les paramètres de deux sommets 
consécutifs et l'on exprime que Pr coïncide avec Po; on trouve que le para- 
mètre de Po doit satisfaire à la condition 

2 m w -♦- 2 n w' 



(— l/-»2''-t-I 

mais il faut encore examiner si le polygone correspondant à une solution 
a bien r côtés. 

Par exemple, pour r = 3 on trouve parmi les solutions les tangentes 
d'inflexion comptées trois fois. 



CHAPITRE IV. 

ÉTUDE SPÉCIALE DES NOTATIONS DE JACOBI. 



I. — Fonctions de Jacobi. 

69. Objet du Chapitre. — Les séries et produits à double entrée 
employés pour définir les éléments <^, Ç, p, Z, H à l'aide desquels 
on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques, peuvent être 
remplacés, aussi bien dans la notation de M. Weierstrass que dans 
celle de Jacobi, par des séries à simple entrée beaucoup plus ra- 
pidement convergentes. 

Nous allons exposer ici les notations de Jacobi : nous avons 
d'ailleurs montré comment on passe d'un sjstème de notations à 
l'autre, en donnant la relation entre les fonctions H et d (n° 40). 

70. Périodes. — Nous avons déjà dit que le rapport — des deux 

périodes doit être imaginaire, sans quoi le réseau des parallélo- 
grammes n'existerait pas. On peut toujours changer le signe de o) 
ou de 0)', car une fonction admettant pour périodes 2(o et 2ci>' 
admet aussi pour périodes — ato et 2(o' par exemple. Nous pou- 
vons donc choisir les signes des périodes de façon que dans le 

rapport— le coefficient de i soit positif; c'est là ce que nous 

supposerons toujours. Jacobi désigne les périodes par 2K et 2 iK! ; 

K' 

dans le cas particulier où K et K' sont réels, le rapport -^^0'*^ 

être positif. Nous pourrons employer tantôt l'une tantôt l'autre 
manière de désigner les périodes : on se rappellera que 

u) = K, a)'=iK'. 
Si, dans le cas général, on pose 
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le nombre ^ a un module plus petit que l'unité, car la partie 
réelle de Texposant est négative. 



(I) 



71 . Développement en série simple de la fonction Z u, Valeor de S ■ 
— La fonction 

construite, comme nous Tavons expliqué, avec les périodes 2(o 
et 2o>', a pour pôles simples de résidu + i tous les points 

u = amu) -+- 2/1(1)', 

où m et n prennent toutes les valeurs entières positives, négatives 
et nulles. 

Nous allons construire cette fonction d'une autre panière, en 
formant, à l'aide d'une série de cotangentes, une fonction ayant 
les mêmes pôles et les mêmes résidus que Z. Le point de départ de 
la méthode réside dans ce fait que la fonction 

— cot — (m — 2/i(ii')-h const., 

20) 2CU^ 

où n est un entier déterminé, a pour pôles simples de résidu +i 

tous les points 

u — 2/10)'= amcu, 
ou 

w = 2/nti> -+-2nu)', (m = o, ±1, d: 2, . . ., d: 00). 

Considérons la fonction 

Un= cot (u — 2/1 Cl)') — M, 

20) L 2tx) J 

où n désigne un entier positif; elle admet comme pôles simples, 
avec le résidu + i , tous les points 

M = 2llC«)'-h2mc«) (/Il = o, ifci, ± 2, ...). 

Cette fonction peut s'écrire 

cos — (u — 2/10)') — isin — (u — 2/K0') 

,- 7C 20) "^ ' 20)^ 

U»= 1 

20) • 1ï / fx 

SID (u — 2/10) ) 
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Ittù'i 

OU en introduisant la quantité y = e *** , 



U„=~ 



lit e " «7ï« 



Cette forme de U/j montre que la série 

n = l 

est convergente, à la façon d'une progression géométrique dont la 
raison serait q^. 

Considérons de même, en supposant maintenant n entier et né- 
gatif, la fonction 

V/,= — cot — (m — an w') -h « ; 

2(0 L 20)^ ' J 

elle admet comme pôles, avec le résidu + i, tous les points 

Il = 2/1 ui' -h 2/na), m =o, ±1, ±2, . . .; 
on peut l'écrire 

et l'on voit' que la série 



2 



est convergente. 

Nous allons vérifier que la fonction 

4>(a)= — cot h 7 — cot — (m — 2/1(1))— I 

2(U 2<l> ^Êi 2(iJ L 2<«> J 

n = l 

00 

-H > cot (U — 2/lÛj')-h I 

^Êi 2(1) 1^ 2(U^ J 

est identique à Tj[u), 

D'abord cette fonction <^(£/) est impaire comme Z(u); on le vé- 
rifie immédiatement en écrivant la série qui donne ^( — u) : cette 
série est égale à — ^(a). La fonction ^( u) a les mêmes pôles et 
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les mêmes résidus que X{u). Elle satisfait aux relations 

4>(m-+- 20)) = *(w), 
*(a-+-2w')=*(M) • 

(0 

La première de ces relations est évidente, car chaque cotangente 
admet la période 2(0; la deuxième se trouve en formant la diffé- 
rence 

*(m 4- 2U)')— *(W) 

et remarquant que, dans la différence des deux séries, les termes 
se détruisent deux à deux sauf deux termes —^ • 
Considérons alors la fonction 

V(u) = *(a)— Z(u). 

Cette fonction est régulière en tous les points à distance finie, car, 
dans le voisinage d'un point 



on a 





a = 2/»a)-+-'2/i{i). 


A(u"i— 


1 fnTiPtinn ri^ciilîprp 


fie*!— ~~^ 


-2m(i) — 2/1 a> ° 


Z(«)== — 


; H- fonction régulière, 



u — ima) — 2/ito 



et, en retranchant, on voit que ^(u) est régulière au point con- 
sidéré. En outre, d'après les relations que vérifient ^(w)etZ(w), 
on a 

iF(a-4-2(o) = V(a), 

iF(M-+-2w')=^(")— — -+-—• 

En répétant un raisonnement qui a déjà été fait (n** 24) on voit 
que la fonction ^{u) est une constante et de plus que Ton a 

ô = — • 
2 

Ainsi 

*(m)= Z(w)-i-const. 

Cette constante est nulle puisque ^{u) et Z(a) sont impaires 
toutes les deux. 
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En définitive, on a obtenu pour Z(m) le développement 

Z(w)= — cot h > — cot — (w — anu)') — 1\ 

^ ^ 20) 2Ui ^d 2(1) |_ 2(0^ ^ J 

• n = l 

— « 

-h 7. cot (a— 2/1(1)') -H l. 

.^ 2(0 [ 2(1) "^ ^ J 

n=ï— 1 

De plus, en se rappelant que l'on a posé 8 = 7io>'— coV, on 
voit que Ton a démontré la relation suivante 

' ' 2 

72. Fonction H. — Nous avons déjà défini la fonction H comme 
une fonction dont la dérivée logarithmique est Z. L'expression 
simple que nous venons de trouver pour Z va nous donner, par 
intégration, un produit très convergent servant à définir H. Le 
problème se pose comme il suit : 

Trouver la fonction dont la dérivée logarithmique est 

Z(m) = cot h > cot (U H- 2/1(0 ) -H il 

2(0 2(0 .^d2(0[^ 2(0^ ' J 

n = l 

-h 7 cot (m — 2/l(o') — M. 

jhàHUil 2(0 "^ ' J 

n = l 

Pour écrire le second membre, nous avons, dans une des 
sommes qui figurent dans Zii, changé n en — n. 
Si Ton intègre entre o et ule terme 



on trouve 



Tt r TU , IV -l 

cot (tt-H 2/1(0 )H-l, 

2(oL 2(0^ J 



sin — (a-t-2/i(o') 
- 2(0^ "^ mu 

Log ; 1 , 

. mziù 2(0 

sm 



puis en remontant des logarithmes aux nombres 

sin— (a-h2/i(o') ,-«« 

/nt(o 
sin 
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OU bien 

.^ntû' . nta' ' 

ou enfin, en effectuant au numérateur puis en multipliant les deux 

lltCO' 

n 

termes par e " , 

in H 
I — qing <o 

1 — y»« 

On a donc 



«=1 n=l 

On voit de même que 



in H 



Nous avons ainsi les expressions des deux sommes qui entrent 
dansZ(u). 
D'ailleurs 



cot — u^ -T- Log sin — . 

2Ui aa 2(1) 



Donc on peut écrire 
en posant 



Z(«)=^H(«), 



H( 






où G désigne un facteur constant. On trouve enfin, en effectuant 
Je produit des deux facteurs du terme général, 

H(a) = G sin ^ TT ^i — a^r»» ces ^ -h q^A. 



73. Développement de H(u) en série trigonométrique. — Le 
produit n qui figure dans l'expression ci-dessus de H(£i) peut 
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être ordonné suivant les puissances positives de cos — : comme 
une puissance positive de cos — est égale à une somme de cosinus 
des multiples de — i on voit que le produit II peut être développé 
en une série de la forme 

n = Co -H Cl COS h Cl COS h . . . . 

(DU) 

Pour avoir H(£^) il faut multiplier par Asin — ; on peut, dans 
le produit obtenu, remplacer chaque terme de la forme 

. iTM mzu 

sin — cos 

2(0 (I) 

par une différence de sinus. On est ainsi conduit pour H(a) à un 
développement de la forme suivante, où, d'après les notations de 
Jacobi, nous faisons w = K, ti)'= iK! : 

H(u) = aosm -^ -h ai si n — tt- H-.. .-+■ artSin(a/n- i) -^- -h..., 

2l\. 2l\. 2 A 

OU bien, en remplaçant les sinus par des exponentielles 

H(a)= Aoe««i ^_ Aie «^ .^ A,c'«"k^"'h-. . .-4- A„c »» 

ittu liTCn 

— Aoc *K — AlC «li — .... 
Pour déterminer Aq, A|, . . . , on se sert de la formule (26) du 
n° 21 où l'on remplace 8 par sa valeur ~ 

H{u-f.2iK') = -ir"^H(a). 
On a ^ 

H(u-H2tK')= Ao^e*»^ -+- kxq^e^^ -h Aj y « c"îK" .f. . . . 

— Ao-c ««^ — Ai-i-c *»' -Aj-î-e «*^ -.... 



D'autre part 



a/lTM A 'ÎCM A ITCM A 3I7CU 

ic «K^ H(m)= l!^e Tir_^ ^c"*K" -H— c"«^ 
y y ^ ^ 



9 q 
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Identifiant ces deux séries, on a les relations compatibles 
iAt= — ^Ao, -A, = — ^»A„ ..., - A« = --^*«-»A„_i, ..., 

qui se réduisent à 

Ai = — <7«Ao, A, = — y^A,, ..., Art= — ^««A;»-,, ..., 

d'où, en multipliant membre à membre, 

A«=(— i)«^«('»+i)Ao. 
On a donc 

H(m)= Ao2(-i)'»^«i«-»-»'Le *»^— c ^^ \, 

'2 IV 
_ / . TTM - . 3ltM , . „r-^n • / v ^ «* 

Le coefficient B peut être choisi arbitrairement, car jus- 
qu'ici H (a) n'a été défini qu'à un facteur constant près. On 

prend B= o^q^ et l'on a pour H(a) le développement 
^'^ ^ 2K ^ 2K ^ 'iK 



-+-(— i)'*25r * sin(2/n- i)— jT^, 



ou encore 



*/- . Tzu 4/—- . Ztzu k/—Tz . Sttw 

H(m) = 2/7 sm -17 ^i^q^ sin — rr- H-2v^ûr*» sin — rr- -+-. . . 
^ ' ^ ^ 2K ' aK ^ 2K 

-f- (— 1)«2 v^^^*"^»^»^ sin(2/i -M) ^ • 

Celte série converge très rapidement, plus rapidement qu'une 

progression géométrique, car les exposants de ^^ croissent comme 
les carrés des nombres entiers. 

Quand il sera nécessaire d'indiquer les périodes avec lesquelles 
est construite la fonction H(e^) nous écrirons cette fonction 
H(i/|K, i¥J)y notation analogue à celle que nous avons employée 
pour du en écrivant rf(M|(»), w'). 

A. ET L. 8 
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74. Fonctions H, Hi, 8, 81 de Jacobi. — Nous avons vu que du 
et H(m) sont analogues à — sin — tandis que pu est analogue à 

-T—^ • En Trigonométrie on introduit, en même temps que 

^ sin* — 

2(1) 

ces fonctions, celles qu'on en déduit en ajoutant à l'argument u 
une constante o) égale à la moitié de la période ao), et Ton pose 

ira . it , V 

cos — = sin — ( w -H Cl) ). 

2(i> 2Ci> 

De même, à côté de la fonction H(w) construite avec les pé- 
riodes 2K et 2{'K', on considère les fonctions obtenues en ajou- 
tant successivement à l'argument u les demi-périodes K, K' et 
K-f- iK', ou du moins des fonctions qui ne diffèrent de celles-là 
que par des facteurs exponentiels simples. 

En désignant par X Texponentielle 

linéaire en u^ on déiinit les fonctions H4, 6, O4 par les égalités 

H,(iO=H(it-^K), 

e,(a) = ^H(tt-hK-htK'); 

les deux dernières montrent immédiatement que 

(2) ei(u) = e(«-HK), 

car, si l'on ajoute K à «/, X se reproduit multiplié par — /. 

Voici quelques détails sur les expressions de ces fonctions par 
des séries. 

Tout d'abord la formule 

Hi(a)=H(M-HK) 

donne, pour définir H|(a), la série 

,. . V */- "^^ ♦/— s ^TtW 4/ ...^i., (2/i-M)Trw 
H,(a)=2V^^C0S-j^-H2/^»C0SYJ^-^--^2V y *""*"*' cos' 77^ h. .M 
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OU en remplaçant les cosinus par des exponentielles et en re- 
marquant que — (2/? -t- i) = 2( — // — ^" ' 



(ïrt + l)« ,. ., *f' „ K* (In -»-!)« ,^ . ii:n 



/! = — • n = — «o 

On peut encore donner une autre forme à cette série en consi- 
dérant Texposant de e qui est du second degré en (2/1-1-1), 
comme formé par les deux derniers termes du développement de 





-^,[„ + (2« + ,)tK']«. 


On a ainsi 






„.(„)=,- :k"k. 2 e-K.'"— '"•"•'• 




nzz — » 



Passons maintenant à la fonction 6|. On a par définition 



Or 






Dans la nouvelle série le nombre pair (2/1-1-2) prend toutes 
les valeurs de — ooà -f-00; on peut le remplacer par 2/i, on trouve 
alors 



-, («-»-ï/i/K' t* 



série analogue à celle qui définit H|(e/), mais où figure, dans le 
terme général, un nombre pair 2/1 à la place de (2/1 -+- 1). 

Quand on augmente u de îK! les sommes qui figurent dans les 
expressions de H,(w)et0i(«/) s'échangent l'une dansTautre. lien 
esl donc de même pour H| (w) et 0< (w), à un facteur près prove- 

nant de l'accroissement de l'exposant de e *''*^. On vérifie ainsi 
les égalités suivantes qui résultent aussi des équations (i) 

Ht(a -h *K') = e"*»'""^'*'^ e,(M) = X e,(w), 

— — (4 K- 
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La s^iie qui définit la fonction 0| (u) peut s'écrire en effectuant 
la multiplication de chaque terme du second membre pare ^^^ 

ou, en associant les termes qui correspondent à deux valeurs de n 
égales et de signes contraires 

. ,^ / , ira . ir.u nr.u 
idi{u) =s i-f- 2^ ^^^ir "*" 27*C0S- h. . .-h •2<7'' COS— f- 

Enfin, la quatrième fonction B(;/) peut se définir au mo^en de 

l'égalité 

e(a) = ei(a-+-K); 
on a donc 

e(a) = 1 — 2^ cos-j^ -h 7.q^ cos — jT h. . .-T- (— i)«7" cos -j- h 

Il résulte de ces développements que, la fonction H(;/) seule 
est impaire, les trois autres sont paires 

H(- M) = - H(f/), n,(- u) = n,(io, 
e(— w)= e(w), e,(— iO= B,(ii). 

73. Zéros des fonctionB H, H,, e, ei. — Les zéros de H(w) sont 
connus. Ceux des trois autres fonctions s'en déduisent immédia- 
tement d'après les égalités (i) qui définissent ces fonctions à 
l'aide de H(w). 

Les résultats sont donnés par le Tableau suivant dans lequel on 
a inscrit, en face de chaque fonction, l'expression générale de ses 
zéros et où m et n désignent des nombres entiers 

H(a), 2mKH-2niK', 

Hi(m), (2m -f- i)K -h 2/ieK', 
6(m), 2//iK -f- (2/1-+- DiK', 

01 (a), (2//1 -+-i)K-+-(2/i -+-i)tK'. 

76. Formules relatives à raddition d'une période ou d'une demi- 
p^iode. — Considérons, en premier lieu, la période aK. et sup- 
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posons qu'on ajoute cette période à Targument, on a d'abord 

H(w-^2K) = — H(z/), 

corame cela résulte des développements de Hf/ en série simple ou 
en produit simplement infini, développements qui ne dépendent 

que des sinus et cosinus des multiples de — |t« 

Les égalités qui définissent, à l'aide de H, les trois autres fonc- 
tions donnent le résultat correspondant pour ces fonctions; on 

trouve ainsi 

H(w-+-aK) = — H(a), 

II,(w-+-2K)-3 — Hi(w), 

e(a-t-2K) -: e(M), 
e,(M-+-2K) = ei(w). 

Si l'on ajoute seulement la demi-période K on a d'abord par 
définition 

H(ttH-K) = H,fa), e(w-HK) = ei(w), 

et, en tenant compte des résultats précédents, on trouve 

H,(v-hK)=-H(M), e,(M-f-K) = e(fO. 

Réunissons ces formules 

H(w-hK) = H,(u), 
H,(w + K) = -H(a), 
e(aH-K) = ei(u), 

ei(uH-K)= e(tt). 

Considérons maintenant la période 2£K'. Les résultats s*ob- 
tiennent aisément pour B| et H| en se servant des développements 



n = — • 



^"* -^.[ii+Un-i-niK'j» 



Si l'on augmente de a /K' l'argument, chacune des fonctions 64, 
H| se reproduit multipliée par le même facteur que l'expo- 
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nentielle 



Désignons par jjl ce multiplicateur, c'est-à-dire posons 

JJl = c * , 

nous aurons 

e,(a-f-o.iK')= jjiei(M), Hi(w-+-2«K')= (xHi(u). 

Pour passer de là aux fonctions 6 et H, il suffit de diminuer l'ar- 
gument de K dans les formules précédentes : 0| (i/) et H|(i/) de- 
viennent respectivement 0(m) et -i-H(a), |a se reproduit mul- 
tiplié par e'^, c'est-à-dire — i , et il vient 

e(w-h2ïK')=— fJLe(w), H(m-*-2«K')=— îiH,(u). 

Réunissons ces formules 

e,(a-+-itK') = fjL e,(M), 

e(ii-h2tK') = — iJie(M), '^""^ 

H(a4-2tK') = — îiH(w), 

Si l'on ajoute la demi-période «K', nous avons vu (n° 74) que 
les fonctions 0| , H, s'échangent à un facteur près X défini par 

. — -^tïM-i-ik') 

A = e *K j 

X est le multiplicateur de l'exponentielle e "^^' correspondant à 
l'accroissement «K' de l'argument u. 

Si, dans les formules ainsi obtenues, on retranche K de l'argu- 
ment, et si l'on remarque que X se reproduit multiplié par f, on 
trouve les formules correspondantes pour et H. On a ainsi 

ei(a-+-tK')= XH,(w), 
Hi(a-4-tK')= Xe,(M), ,_ _i^„„^,K') 
e(a-f-iK') = aH(£/), ^"^ 
H(M-h*K') = tX e(M), 

Enfin, si l'on veut ajouter la demi-période R -h 'K.', il suffît 
dans les formules précédentes d'ajouter K à l'argument, ce qui 
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donne 

e,(M-+-K-hiK')= AH(u), 
n,(a-^K^iK')=-iXe(a). ^ ^ ^- J:^(,„^,k') 
e(wH-KH-tK')= XHi(m), "^ 

H(M-^K-+-iK')= X e,(M), 

77. Addition d'un nombre entier de périodes. — Supposons 
d'abord que l'on ajoute snK à l'argument; cela revient à ajouter 
n fois successivement 2K et, comme le signe de la fonction peut 
seul changer, le résultat se déduit immédiatement des formules 
relatives à l'addition de 2K. 

Supposons maintenant qu^on ajoute 2/niK', on pourrait encore 
ajouter successivement m fois 2 /K'; mais on peut obtenir de suite 
le résultat en remarquant que chacune des fonctions 64 et H4 est 
égale {p? 74) à une fonction admettant la période a^'K' multipliée 
par l'exponentielle 

7CM» 

e ^^^\ 
D'après cela 

mi'K ..... 

H,{« + am.-K') = e""«""'^"H,(«), 

fniTt , .... 

©i(u-+-2/ntK') = e ^ ©i(w); 

en remplaçant dans ces formules u par u — K, on trouve 

H(a -h 2/n*K') = (- O^'e k"'"^'""' » H(a), 



Enfin, on démontrerait de même 

(im-t-l)i 

Ht[a-^(2m-hi)iK'] = eî ♦'^ 

û r . / \ -iTM Tï lM+(lm-+.l)iK'] 

ei[a-i-(2m-M)iK'] = c ^"^ Hi(w), 






H[u-h(2m-M)iK'] =(— O^-te *>^ e(M). 

e[M-f-(2/ll-+-l)lK'] =(— O^W *K ' ' H(U). 

78. Développements de H 1, 8, 81 en produits infinis simples. — 
Ces développements se déduisent du développement de H{u) 
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obtenu plus haut par rintégralion de la série de cotangentes qui 
donne Z(m). Nous avons trouvé (n° 72) 

n = l 

Cherchons d'abord le développement de la fonction 

Quand on ajoute i¥J à l'argument w, Texponentielle e '^ se 
reproduit multipliée par q\ le facteur 

ITC M _ ilin 

. Tzu €*^ — e "^ 

Sin-rp = ; 

devient 

/ lit M l1Cff \ 

lisjq 

et Ton obtient 

Si l'on fait entrer dans le produit le premier facteur, on voit 

iltu fit II 

que les facteurs contenant e ^ sont de la forme i — q^"'^^ e ^ 
OÙ n varie de o à oo, et les facteurs contenant e "^ de la forme 

I7CK 

I — y2«+i g "^ , OÙ n varie également de o à 00. On a donc, en 

Q 

posant pour abréger — f— = A. 

* / i-KH^i/ lffM\ 

= Af l— 2^C0S^ -H^ïVi — 2^»C0S^ -H^«j..., 

Les développements en produit de H4 et de 6| s'obtiennent 
immédiatement en changeant uenu-^K dans les développements 
ci-dessus de H* et de 0. 
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Le fadeur A n'esl pas arbitraire puisque, dans les développe- 
ments en séries trigonoraétriques des fonctions H, Hi, 6, Bi, les 
coefficients sont complètement déterminés. Ainsi, en identifiant 
les développements de 6| en produit et en série, on doit avoir, 
quel que soit x^ 

A(i-H 2gr cosaar-f-^*)(n- 9.7'cossïa? -f- gr«). . . 
= IH- a^ cos2â7 H- 2gr* cos4a?-l- iq^ cos6a7-H. . .. 

On aurait une première expression de A en faisant a: = o dans 
cette identité. Jacobi a montré que l'expression ainsi obtenue 
peut être remplacée par la suivante : 

A =(i~7*)0-^*)(«-y*)---- 

Nous admettrons ici ce résultat. On verra, dans une Noie placée 
à la fin du Volume, comment on peut transformer le produit infini 
pour obtenir la série trigonomé trique et comment se présente, 
dans ce calcul, l'expression de A donnée par Jacobi. 

Nous réunissons ici les développements en produits simplement 
infinis des quatre fonctions. En posant 

A = (i-7«)(i-^*)(i-.^«)..., 
H ( \ = K7.yq sina(i — iq^ cos2u -h y*)(i — iq^ C0S2M -h q^), . ., 

H, / J \ z=z Ki\/q cosu(i -h 2y*C0S2W-|- ^*)(i -^iq^ C0S2aH- q^) 

H( J = A(i — 7.q C0S2U -H ^')(i — %q^ C0S1U H-^*). . .. 

6i f — j = A(H- 2^ COS2M-4-^*)(H- 2 y' C09 2U -h gr®). . .. 

79. Relation — H'(o) = H,(o)e(o)e,(o). — Cette relation, sur 

laquelle nous aurons à nous appuyer, se vérifie très simplement à 
Taide des développements en produits infinis qui précèdent, en 
suivant une méthode donnée par M. Hermite (voir Note sur les 
fonctions elliptiques^ à la fin de l'Analyse de Serret, p. 791 
et 798). 

On a immédiatement 

H,(o) = 2V^AP«, 
8(0) = AQ», 
8,(0) = AR^ 
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en posant pour abréger 

Q=(l-ç)(i-y»)(i-5r»)..., 

D'après la relation suivante due à Euler 



(I 






on voit que l on a 

PR = ^, 

ou bien 

PQR==i. 
D'après cela 

n,(o)e(o)0i(o) = cit^^A». 

Calculons maintenant H'(o) en regardant H( ^^ — ^\ comme un 
produit de deux facteurs dont l'un serait sinii, nous trouverons 

— H'(o) = A2v^ç(i~y«)ï(i — (7*)«(i — ç«)»... = 2ygA». 

On a donc bien l'égalité qu'il s'agissait de démontrer 

^H'(o) = n,(o)0(o)0j(o). 

Remarque. — Les expressions précédentes de H<(o), Bi(o), 
0(o) montrent que \/k et {//r', définies plus loin (n® 83), sont des 
fonctions uniformes de la variable t = -jr» et la relation PQR= i 

permet de montrer que ce sont des fonctions de q régulières 
pour toutes les valeurs de q dont le module est moindre que i. 

80. Formules relatives à rechange de K et K'. — Dans la nota- 
tion de Weierstrass nous avons vu que les fonctions rf(«M|w, co'), 
p{iu I w, (I)') peuvent s'exprimer à l'aide des fonctions 



/ Ito' . \ / |w' . \ 
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Comme actuellement nous posons 

to = K, w'=eK', 
on a 

— = K', tu)= t'K; 

on passe donc des premières fonctions aux deuxièmes en permu- 
tant K et K.'. Nous allons établir des formules du même genre pour 
les fonctions de Jacobi. 

Convenons de désigner par H (£/|K, iK.') la fonction H construite 
comme plus haut avec les deux périodes 2K et 2«K'. Cette fonc- 
tion s'exprime d'une manière simple à Taide de la fonction H 
construite avec les périodes 2K.' et 2eK., H(//|K', «K). Comme 

on a supposé la partie réelle de ^ positive, il en est de même de 

K 
la partie réelle de ^77; la quantité 

K 
qo=e ^ 

a donc un module plus petit que Funité, et la fonction 

H(//IK',iK)est 

Cette dernière fonction vérifie les deux relations 
U(u-h 'iK'\K\iK)=-U{u\K\iK), 
H(M-h2«K|K', iK) = -c""«^'"'^'"''^H(M|K',tK), 



obtenues en échangeant K et K' dans les formules relatives à 
l'addition d'une période, vérifiées par la fonction H({/) ou 
n(i/|K,eK'). 

Ceci posé, dans le produit 



e^KK H(i/1K, t'K'), 



analogue à ceux que nous avons considérés déjà à propos de H| ' 
et de ©, remplaçons u parie/; soit /(a) la fonction ainsi obtenue 



/{u) = e *i»'H(iw|K,«K'). 
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On vérifie aisément les deux égalités suivantes, conséquences 
des relations fondamentales de la fonction H, 



(4) 



'/(l£H- 2K') =-/(«), 
I lt 

/(w-+-'2eK) = — c ^ fiff)' 



Ces relations sont identiques à celles que vérifie ll(u\K', e'K). 
En outre, les deux fonctions /(w) et H(alK', iK) ont les mêmes 

zéros, savoir les valeurs de // données par la formule 

» 

iu = 2 m K -{- a nlK\ 
ou bien 

u = — 2 mîK -!- 2 /i K', 

m et n désignant des nombres entiers. 
D'après cela, le rapport 

_jr(u) 

H(tt|K', iK) 

est une fonction doublement périodique aux périodes 2K et sîiK' 
et, d'autre part, cette fonction est partout finie : elle se réduit 
donc à une constante. Désignons cette constante par Ai. Nous 
avons l'identité 

e *KK'H(iw|K,tK') = AiH(a|K', «K); 
on en déduit les suivantes : 

e ^^^' e(m|K,iK') = AH,(m|K', tK), 
e *'KK'e,(«w|K, tK') = A 0,(w|K', «K), 
e *«i'''H,(mlK,zK') = A 0(m|K', tK). 

Il suffit pour cela de remplacer dans la première de ces identités w 
par u + K', dans la deuxième u par u -+• e'K, dans la troisième u 
par M + K', en se reportant aux formules du n® 76 et à celles 
qu'on en déduit par l'échange de K et K'. 

81 . Diverses, notations usitées pour les fonctions de Jacobi. — 
M. Weierstrass emploie les notations suivantes reproduites dans 
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le Traité des fonctions elliptiques de Halphen 

&,(i;) = i^q sinTTP — 2 /y* sin37rp-H2/y** sinSut' — . . ., 
^i{v) z=z^^q cQSTzv -^ 1)/ q^ cosSTci^-f- 2/^** cos57ri>-+- . . ., 
2rj(p) = I -♦- 27 co%'n:v-\-iq^ cos4itP -f- 2g' cosÔTri'-f-. . , 
&y(p) = I — 'xq cosiTzv -^iq^ cos4iri> — 2^« cos6iri> — .. ., 
ou 

"* w 

On a seulement conservé ici la lettre q au lieu de la lettre h 
qu'emploie M. Weierstrass pour désigner e"". 

La correspondance entre les deux notations est donnée par 

H(«) = ^.(^0. 
H.(«) = 2.,(-;V), 

Jacobiy dans ses Leçons {Jacobins gesanimelte Werke, t. 1, 
p. 497)? naet ^^{u^q) où Ton mettrait, avec la notation de 

M. Weierstrass, 2^a(-) et supprime l'indice o. Briot et Bouquet 

désignent les périodes 2K et 21K' par co et w'; ils emploient 
d'autres notations reliées à celles de Jacobi et à celles de 
Weierstrass par les formules 



0(") =27o(^)= e(a). 
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82. Relations entre les <^ et les ^. — Ces relations sont 

ou bien 

3ri(o) 'Aw 

La première de ces relations a été démontrée (n° 21). I^cs 
autres s'en déduisent en tenant compte des formules relatives à 
Taddition d'une demi-période, et en remarquant que (rf|, s'a, ^^x 
deviennent égales à i pour w = o. 

n. — Fonctions snw, en a, dn«. 

83. Définitions. — Si l'on compare les multiplicateurs des 
fonctions H(a) et0(w).qui correspondent à la période 2K, puis à 
la période 2/K', on voit que les premiers sont égaux et de signe 
conlraire, les derniers égaux et de même signe; il en résulte que 

le quotient . " admet pour les mêmes périodes les multipli- 
cateurs — I et 4- I. 

Jacobi a été conduit à considérer les quotients des fonctions H, 
H|, 0, par la fonction 0. Posons 

sn M = A — 



cnu = B ^ 



e(io 
e{u) ' 
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(On lit les premiers membres 5, n, u puis c, n, u puis enfin 
rf, /i, M en énonçant successivement les trois lettres.) Détermi- 
nons les facteurs constants Â, B, C, de manière que les trois 
fonctions prennent la valeur i la première pour w = K, les deux 
autres pour £^ = o; nous aurons les égalités suivantes de définition 



,nu- • "("> 






'""-/Z-e(«)' 






,j H(K) 


H,(o) 

e,(o) 




^ e,(o) 





La fonction sna est seule impaire, les deux autres sont paires 
sn( — m) = — snw, cn( — w) = cn«, dn(-— m) = dnM. 

Cela résulte de ce que H (a) seule est impaire, n** 74. 

84. Addition d'une période ou d'une demi-période. — Les for- 
mules relatives aux fonctions H, H| , 0, 0| donnent immédiatement 

sn(M-+-2K)= — sn w, sn(î« -+- atK') = sni/, 
CD(a-i- 2K) = — en M, cn(K -f- liK') = — cnw, 



puis 



dn(MH-2K)= dnw, dn(a 4- at'K') = — dnw, 



. -,. cnw , .-.,^ I 

sn(MH- K)= -=— -I sn(M-h«K') = 



dna A' sn w 



cn(M4-K) = — ; y cn(a-h eK') = -77- 



U 



dnu ik snif 

dn(wH- K) = -pî— , dn(u-^ îK')— , 

dnw isnu 

/ Tj- •tj'fs dn 1/ 

sn(u -4- K -+- ïK ) = -7 , 

A: en M 

en(a -f- K -i- ÎK') = -77 » 

tA* en w 

ik'snu 
dn(a-i-K-t-«K) = 



80. Construction, à l'aide des fonctions sn, en, dn des fonctions 
elliptiques aux périodes 2 ta et 20)' ou 2K et 2iK'. — Les fonctions 
snw, cnw, dn {/ n^admettent pas les deux périodes aK et 21K'; par 
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exemple snu change de signe quand u aiigmenle de 2K. Mais il 

est aisé de construire avec ces fonctions des fonctions elliptiques 

admettant ces deux périodes : telles sont, par exemple, les deux 

fonctions 

sn^Uy snucnuânUj 

et, en général, toute fonction rationnelle de ces deux fonctions. 

Inversement, nous verrons plus loin que toute fonction ellip- 
tique aux périodes 2K et a^K' peut s'exprimer rationnellement à 
Taide de ces deux fonctions. 

Avec les fonctions de Jacobi on peut donc, tout comme avec 
les fonctions p et p', construire toutes les fonctions elliptiques 
aux périodes 2K et 2/R'. 

86. Périodicité; zéros; pôles des fonctions sn, en, dn. — Les pé- 
riodes des trois fonctions se déduisent immédiatement des rela- 
tions (i) 

sn u admet les deux périodes 4K el 'XiK\ 

en a » » 4 K cl 2K -h a/K', 

dnu » a ■iiKet4'l^'- 

Les zéros de ces fonctions sont respectivement ceux de H (a), 
lli (w), Si{u) à savoir 

Zéros de sn </ 2 m K -+- 2 «t K', 

» cil // ( 'i //i -H I ) K -H 2 wi K', 

» ilnw (a/n-i- i)K -f-(2/i 4- i)tK' : 

ce sont tous des zéros simples. 

Les pôles des trois fonctions sont les mêmes : ce sont les zéros 
du dénominateur commun 0(m). 

Pôles de snu^ cnu et dnu.., 2 wK -h (2/1-4- i)lK\ 

Ces pôles sont simples. 

Si l'on construit le réseau des parallélogrammes ayant pour 
sommets les points 

I/o -h 2 m K -h 2/u*K', 

chacune des trois fonctions a un pôle et un zéro dans chaque pa- 
rallélogramme. 
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87. Formule d'addition préliminaire. — Nous obtiendrons 
immédiatement les formules que nous avons en vue, en appli- 
quant les théorèmes géqéraux, sur les fonctions elliptiques, précé- 
demment établis. 

Considérons les deux fonctions 

(5) snusn(u — a), cnucn{u — %) — cna, 

où a désigne une constante. Ces deux fonctions sont doublement 
périodiques aux périodes 2K et 2fK'. Elles sont chacune du 
second ordre, car elles admettent dans un parallélogramme des 
périodes deux pôles simples, à savoir les zéros du produit 

• e(M)e(M — a), 

dont chaque facteur a un seul zéro dans un parallélogramme. Les 
fonctions (5) ont donc dans un parallélogramme des périodes 
deux zéros : ces deux zéros s'aperçoivent immédiatement; ce sont 
les points homologues de 2^ = 0, et a = a. En effet, chacune des 
deux fonctions s'annule pour ces valeune de u. 

Les deux fonctions doublement périodiques (5) ayant mêmes 
zéros et mêmes infinis ne différent que par un facteur constant; 
on a donc 

cnucn{u — a) — cna = A sni£sn({^ — a), 

A désignant un facteur constant. Ce facteur se détermine en fai- 
sant 2^ = K; il vient alors 

— cna = A-i — 7 A= — dna. 
an a 

En remplaçant A par cette valeur dans l'identité précédente, on 
obtient la formule suivante d'où nous déduirons toutes les autres 
formules d'addition 

(6) cna = cnMcn(u — a) -+-snMsn(a — a)dna. 

88. Relations entre les fonctions snu, cnuy dnu. — En faisant, 
dans la formule ci-dessus (6), a = o, on trouve 

sn*a -+■ en* M = i. 
Dans cette formule remplaçons u par u -4- iK'. En tenant compte 

A. BT L. 9 
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des égalités 

sn(tt-+-*K')= -T > cn(tt-+-iK')=— t-, , 

il vient 

I dn>M __ 

ou enfin 

dn*a-H A:*sin*M = i. 

Ainsi deux des trois fonctions sn^w, cn^a, dn^a peuvent s'ex- 
primer linéairement en fonction de la troisième. On a, par 

exemple, 

en* a = I — sn*M, 

dn«a = I — A:» sn«w. 

89. Module. Module complémentaire. — Dans la relation 

dn* a -h A:» sn« 14 = I , 
faisons i^ = K; on a d^abord snK = i, puis la relation 

dll(M-4-K)= ^ 

donne dnK = A^ et Ton est conduit à cette conséquence 

le nombre k s'appelle le module, le nombre k module complé- 
mentaire, 

90. Formules d'addition pour sn u et en u, — Dans la formule (6) 
posons a= — v puis, dans le résultat ainsi obtenu, échangeons v 
et u ; nous trouvons 

ien a cn( M -h f ) -t- sn M dn i> sn ( M -h p) = en i>, 
enpen(M -H t»)-!- snt»dnasn(M-i-t')= enw. 

Ces deux égalités vont nous donner sn(w + ç^) et en (a -H v) ex- 
primés à l'aide de fonctions dont l'argument est u ou v. 
En les résolvant par rapport à sn(£/ -f- i^), il vient 

cn*M — en'p 

( 8 ) sn ( a -H t» ) = • j j 

^ ' ^ sn(>cnudnu — snacni'dnp 
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On a ainsi une formule d^addition algébrique pour la fonction sn u. 
On l'écrit ordinairement sous une autre forme. Dans le second 
membre le numérateur s'obtient de suite en fonction de snu et 
de snv en remplaçant cn^u et civ^v par i — sn^w et i — sn^r; 
le dénominateur est une fonction irrationnelle de ces mêmes 
quantités. Si nous multiplions les deux termes par la quantité 
conjuguée du dénominateur, nous trouvons 

(sn*p — sn*i£) jsnpcna dou-h snMcni'dni'l 
sn(w-hi>)=: ; — p- , , '• 

Le dénominateur est une fonction entière de sn^a et sn^r qui 
s'annule pour u=^v\ il doit donc contenir en facteur sn^ m — sn^ç^. 
On a en effet 

sn*t» cn*adn*M — sn* m en* c dn' <> = (sn'p — sn*w)(i — A:*sn*i4sn'p); 

alors le facteur sn^ v — sn* u disparaît et il reste 

sn u en (> dn (^ + sn p en a dn u 



(9) sn(M4-c) = 



I — k^ sn*wsn*i> 



On obtient de même cn(£/ 4- ^), en éliminant sn(M -|- r) entre 
les deux équations (7). Effectuons le calcul : nous trouvons suc- 
cessivement 

snt^cni'dni^ — snucnudnp 

en(i4-4-p)=: T T — ; 

^ ' snpcnudna — snuent^dni' 

|snpen(>dni« — snucni^dnt^j jsni'eni^ dna + sni^en^dni'j 

cn(w-+-i')= — j-r — î , . -• 

^ ' sn*Pcn*ttdn^M — sn*wcn*i> dn*i> 

Dans le second membre le numérateur développé est 

jsn'p dn'M — sn'adn'i'Icnaenp — snttsn(> dn{^dn('(en*u — en't'), 

ou 

(sn't» — sn*w) cnwent; — snwsni» dnwdni^j ; 

le dénominateur, on l'a vu, peut s'écrire 

(sn*(> — sn»M)(i— A:*sn*a sn*i>). 

On a donc enfin 

enuen(; — snt^snt^dniidnp 

(10) cn(aH-p)= r; — 5 ; • 

^ ' I — A:» sn* w sn' i' 
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Formules d'* addition pour Anu. — La formule (6) 

cna = cniicn(u — a)+ SDi£sn(a — a)dna 

devient, en posant a = w -f- p, 

cn(M-f- p)= cnM cni' — snasnt'dn(a -hc). 

Cette relation donne dn(a -i- v) en fonction de cn(M + ^) ' en y 
remplaçant en (w + i') par l'expression (lo) que nous venons de 
trouver, elle donne, après des réductions évidentes, 

, ^ , , . dnwdnp — /:*snMsn(>cnMcn(> 
(il) dn(M+(>)= j- — • 

On a ainsi les formules d^addition pour les trois fonctions sn, 
en, dn. 

Autres formules. — Changeant dans ces formules i' en — r, 
on en déduit les expressions desn(z/ — i^), cn(a — v)^ dn(w — p). 
On a, par exemple, 

snucnpdnp — sDpcnadnii 
sn(a— p)= j- — r ; 

d'où, en retranchant de sn(a -h ^), 

, . , . , . 2snpcnadnu 
(12) sii(M-»-t') — sn(a — p)= j- — — , 

formule qui va nous servir à trouver la dérivée de sn u, 

91. Dérivées des fonctions snu, cnu, dnu. Multiplicateur. — 
Pour avoir la dérivée de sum, il faut chercher la limite de 

^J^1}!l — -LU pour h = o. Pour cela transformons le numéra- 
teur comme on le fait dans la recherche de la dérivée du sinus, 
en nous servant de la formule (12). Dans cette formule rempla- 
çons u par u-\ — et i' par -, cela donne 

, ,. sn-cn(wH — )dn(M-+--) 

sn(a-f- h) — snM __ 2 \ 2/ \ 2/ 

^ "" ~^ ,, .h 77 ÂY * 

— I — A:«sn* — sn*( a H — ) 
2 2 \ 2/ 
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Appelons g la limite du rapport quand u tend vers zéro : 

h 
sn — 

alors -T- tend vers g^ et on trouve, pour A = o, 
•À 

—i — =^cnudnu. 

Le nombre g se nomme multiplicateur, 

9S . Expression du multiplicateur en fonction des périodes. Choix 
de périodes 2K et 21K' telles que le multiplicateur soit égal à 

l'unité. — Nous avons à chercher la limite de quand u tend 

vers zéro. D'après la définition de sna, on a 



snu 


= 


ei 


(0) 


H(«) 
u 


u 


H, 


1(0) 


e(«; ' 



et nous sommes ramenés à chercher la limite de ; cette limite 

u 

peut se déterminer à l'aide du produit simplement infini qui re- 
présente H(m); elle est égale à H'(o) et nous avons démontré 
(n« 79) la relation 



?i^H'(o)=Ht(o)e(o)e,(o). 
L'expression de g^ savoir 

^-HjCo) 6(0) ' • 

se simplifie, si l'on remplace H'(o) par sa valeur tirée de la rela- 
tion que nous venons de rappeler : g est alors donné par l'égalité 



2K^_ 



TZ 



= 0î(o). 



Jusqu'ici les périodes 2K et 2fK' ont été prises arbitrairement 
et avec le même degré de généralité que aw et ao)'. Dans ce 
qui suit, à moins de spécifier le contraire, nous supposerons K. 
et K' choisis de façon que g soit égal à i , c'est-à-dire nous sup- 
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poserons remplie la condition 



v/? 



= 61(0)=! -+-2g-i-2g*-4-25r« + ... 



En tenant compte de cette condition, g = i, Téquation qui 
donne la dérivée de snu devient 

-7- sn a = en M dn M. 
du 

Ainsi, à l'avenir, K et K! ne seront plus des quantités indépen- 
dantes : elles seront assujetties à vériGer la condition ci-dessus. 

93. Dôrivôes suocessiTes. — En difTérentiant les expressions 
de cn^ w, dn^ u, savoir 

en* 14 = I — sn«M, 
dii*tt = 1 — A:*sn«w, 

on trouvera les dérivées de en a, dnw. 

Les dérivées des trois fonctions sont données par les formules 

^(snM)= cnudnii, 

-7-(cnw) = — snifdnu, 
du ^ 

-T-(dnM) = — k*sïïu on M. 

On peut aisément, en partant de ces formules, calculer les dé- 
rivées successives de l'une des trois fonctions. On trouvera par 
exemple, pour les dérivées de snu, des expressions de la forme 

, ^ (snw) = (ao -h ai sn'M-h'aj sn*M-t-. ..-h ap8n«/»M)cnMdna, 

d*P 
^-j- (sna) = (AoH-Aisn*M-hAssn*M-»-...+ Apsn*/'u)snu, 

les coefficients étant des fonctions entières de k. 



94. DéToloppementB en séries entières. — En appliquant la for- 
mule de Maclaurin aux trois fonctions snt/, en </, dni^ et en faisant 
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aL=z "(k -i- -rjf on trouve 

snM = M-2A:a-^4-4A:«(a*^-3) — ^!^ — 8 A-H»» -+- 33 a) "' 



1.2.3 1.2.3.4.5 1.2... 7 

cni£=i--^+(i+4^«) , J"' ^ ^(i + 44A:«H-i6A:^)— ^-h.. 

I«2 I.2.0.^ I.2...0 

dnM= i-:^-f-A:«(4-+-^*) — ^^ - A:«(i6-»-44^*-+-^*)- "* 



1.2.3.4 V • t^ • '1.2. ..6 •••' 

et l'on démontre que ces développements sont valables quand le 
module de u est moindre que la distance de Torigine à celui des 
zéros de 0(w) qui en est le plus rapproché. On voit qu'en né- 
gligeant u*, cnu peut être remplacé par cosa et dnu par cos ku; 
de plus, en négligeant m*, on peut remplacer snu par 



/m» 

95. Dérivées des fonctions inverses. Première idée de l'inver- 
sion à l'aide des fonctions de Jacobi. — De même qu'en Trigono- 
métrie les dérivées de sina et cos£^ conduisent à celles des fonc- 
tions inverses arcsin:r et arc cos r, les résultats précédents nous 
fournissent les dérivées des fonctions inverses de snUy cuu^ dnu. 

Soit par exemple 

(i3) X = sna; 

celte équation résolue par rapport à u donne, pour m, deux va- 
leurs dans un parallélogramme construit avec les périodes 4^. 
et2fK', car sne^ est une fonction elliptique admettant ces deux 
périodes et admettant deux pôles simples dans ce parallélogramme. 
L'une de ces valeurs étant appelée u, l'autre est aK — u; car 

sn(2K— m)= snu. 

Les racines de l'équation (i3) forment donc une double suite de 
valeurs 

M-4-4/nK-{- 2/iiK', 2K — 14-4- 4m K H- 2/11 K', 

m eln désignant des entiers. 

Nous appellerons plus spécialement u celle de ces valeurs qui, 
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suivie par continuité; s'annule avec x et nous l'appellerons 

(i4) u = argsna7 

(l'égalité précédente s'énonce : u égale argument sn^). 

du 
dx 



Nous voulons calculer -j-- Or (i3) donne 



-r- = en w dn lA = /(i — a7')(i — A:'a?«). 



Donc 

du 



(i5) 



dx /(i — a;«)(i — A:*a7«) 



Telle est la dérivée de arg sn x ; elle est algébrique comme celle de 
arcsinj?. Comme u el x s'annulent en même temps, l'équa- 
tion (i5) donne par l'intégration 



r' dx 

^0 vd — i 



Inversement, si l'on est en présence d'une équation de cette 



forme, on en conclura 

u = ATgsnx, â7=:snu. 

C'est ce qu'on appelle faire l'inversion de l'intégrale (i6). 
On trouve de même 

rfarg r.nx __ i 

rfarg dnx ^ i 

^^ "" ±^(i — x*){x^—k'^)' 

L'intégrale (i6) est appelée une intégrale elliptique de pre- 
mière espèce, sous la forme normale de Legendre. 

96. Dégénérescence. — Les fonctions sn, en, dn se réduisent à 
des fonctions circulaires ou exponentielles lorsque k^ est égal à o 
ou à I. 



1° k^z=,o. L'équation (i6) devient alors 

r' dx 
u= I } 

Jq l/ 1 — a?* 
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la fonction x = snu devient donc x = sinu. Les fonctions 



cna = /i — sn'ix, dn u = /i — A:* sn* u 

deviennent 

cnu = cos{£, dau = i. 

On peut vériCer qu'alors les formules d'addition (9) et (lo) se 
réduisent aux formules donnant sin(« -h i^), cos(u 4- ^). 
2® A:^= I. Alors on a d'après (16) 



d'où 
puis 



Jr dx I _ I -H a? 
= - Log i 



c« — c- 
ar = sn a = 



en tt = dn u = /i — sn*a = 



e«-l_c-» 



97. Relation entre pi/ et snu. — La fonction sne^ que nous vou- 
lons comparer à p<^ est celle dont le multiplicateur est égal à 
l'unité, de sorte que, si l'on pose 

z satisfait à l'équation différentielle 
dz 



du 



= /(! — tt*)(i — A:«M*). 



Alors les périodes 2K et a/K' de la fonction sn*M ne sont pas ar- 
bitraires. Elles doivent satisfaire à la condition 



V- 






Au contraire les périodes 2 (o et 2(0' de p m sont prises arbitraire- 
On suppose seulement que dans le rapport -^ la partie réelle 
est positive.] 

Considérons la fonction sn'^ ^^ ^ ^^^ ^^^ constante; cette 
fonction admet comme périodes 2KX et 2iK'X. On peut déter- 
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miner \ K, K' de façon que les périodes de sn* t- aient des valeurs 
données à Tavance ao) et aco'. Si Ton prend 

K "" td)' 

la quantité q est connue et la relation entre K et K' déterminera K. 
Au moyen de l'indéterminée X on pourra satisfaire à la condition 

2lKX = 2(0 

K' 

et, en se reportant à la valeur de |t-> on trouvera 

atK'X=2w'. 

Prenons alors la fonction pu construite avec les deux périodes 
2 (I) et a (i)', et comparons-la à > qui admet les mêmes périodes. 

Dans un parallélogramme de périodes contenant le point o, ces 
deux fonctions ont un seul pôle, le point <^ = o, qui est un 
pôle double. On a, de plus, quand u tend vers zéro, 

lim u*p a = I , lim = i . 

Les deux fonctions ont donc même partie principale dans le voi- 
sinage de a = o et la différence 



pu — 



X.sn." 



est une fonction doublement périodique aux périodes ao), ao)' qui 
reste finie dans un parallélogramme des périodes. Elle se réduit 
donc à une constante C et Ton a 



pu ' — =C. 

X.sn.^ 



Pour déterminer la constante C, développons en série le premier 
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membre dans le voisinage de u = o. On a (n^ 94) 



sn u = u -z — tt' - 

o 



Il I I n-A:« , 

et, d'autre part, 
Donc 

Faisant a = o, on a C = T\i~' ^'^" ^^ relation cherchée 

i-hk^ i I 

On sait que^ = pw satisfait à Téquation difTérentielle 

avec les conditions 

Ci=p(»), ej = p((o -h w'), Cj=pti)'. 

Calculons ei, 62, ^3 en fonction de k^ et deX; pour u = w, 
r- = K, snK = I, 



pour u = (0^, V- =r ïK', sn(/K') = oo 



pour w = (i> 4- w', y = K -h iK', sn ( y j = ^ 



k 
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Après des réductions évidentes^ on trouve les égalités 

*~ — 3 — ' A«<?j= — ^ — , A«ea = ^ — , 

et on en déduit 

Dans le cas particulier où l'on considère la fonction pu con- 
struite avec les périodes 2K et 21K' elles-mêmes, on a X= i et 
la relation entre p et sn devient 

pu = — r ~(A-«-+-i). 

'^ sn« u 3 ^ 

98. Théorème. — Toute /onction elliptique aux périodes 
2K et 2£K' est une fonction rationnelle de sn^w et de sa dé- 
rivée 2 sn a en 1^ dn {/. 

En efiet nous avons démontré (n® 49) que toute fonction ellip- 
tique est une fonction rationnelle de pu elp'u. Comme la rela- 
tion ci-dessus donne 

, asnucnitdnu 
pu = ; , 

on voit que la fonction considérée, exprimée rationnellement en 
pu et p'u, se transforme immédiatement en une fonction ration- 
nelle de sn^u et de sa dérivée. 

Si Ton considère en général une fonction elliptique avec des 
périodes quelconques 2(0 et 2(0', elle est une fonction rationnelle 

de ptt et p'uy c'est-à-dire de sn^-r et de sa dérivée. 

99. Développements dei) et deT^'en série. — Pour avoir un dé- 
veloppement de 7^ en série, nous partirons de la relation entre ^u 
et Za démontrée Chapitre II, n° 21 [équation (19)] et que nous 
récrivons ici 



(1) 



M = Ça — Za. 



En prenant les dérivées des deux membres et en faisant ensuite 
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u = 0)', nous trouvons 



puis 



— = — pw — Z'ii, 



5 =-c,— Z'cii'. 



Z'(i)' peut s'obtenir en faisant w = o dans 

Or, du développement en produit infini de 6(e^) obtenu au 
n® 78, savoir 

e(M) = A.(l — 2g COS hgr* jf I— ag'COS ^-9•)• ••» 

on déduit successivement 

-i-i=: — 9in / 2^ 1 2 H... \, 

^ ' \ I — 2gcos h g' I — 2q^ cos \-q^ J 

-r- -:rr4 = P sin — 
âa 8(ii) (1) 



■( 



o 7* \ 21:* ira 
2^ 1 2 1_... \ — ^cos — , 

TZU . -ITM . lui' U> 

1 — 2^008 h g* I — 2gr»C0S \- q^ J 



(I) - -• (I) 



P désignant une fonction de u qui reste finie pour m = o. Donc 

_,, ,. 2 7:' v^ q^ 

et, par suite, 

71 21:* V^ 7'* "^77 

/i = I, 3, 5, 

Pour avoir le développement de tj', dans l'égalité précédente, 

lit— — TC — 

remplaçons o) et co' par co' et — {ù\ q = e ^ devient Ço = ^ ^'\ 
de plus ^3 = p( w') devient ei = p( w), et nous obtenons 

/i = I, 3, 5, .... 
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100. Exemples de décompositioii en éléments simples et d'inté- 
gration. — 1^ Prenons d^abord la fonction 



/(«) = 



sn*tt — sn'a 



où a est une constante qui n'est pas de la forme 2mK + 2/i/K'. 
Cette fonction est du second ordre; elle admet, dans un parallélo- 
gramme des périodes 2K el 2iK', deux pôles simples homologues 
respectivement des poinls -H a et — a. Le résidu A relatif au pôle 
a = a est 

A = lim — ;— , 

sn'ix — SQ*a 

pour u = a, La limite de ce rapport s'obtient immédiatement en 
prenant la limite du rapport des dérivées 



A = 



a sna cnadna 



Le résidu relatif à l'autre pôle u = — a est — A.. On a donc, en 
appelant B une constante, 

/(a)= AZ(a — a)— AZ(aH-a)-+-B, 
ou, en remplaçant A par sa valeur, 

2 sua en a dn a „. \ r#/ \ ^ 

— =Z(a — a)— Z(M-+-a)-+-C, 

sn*a — su«a 

G désignant une autre constante. Nous déterminons G en faisant 

u = Oj ce qui donne 

- acnadna „. . 
C= h2Z(a). 

Gette valeur de G se simplifie si l'on se reporte à la définition 
de sn «/, 

I H(M) 

sn M = - - ■ ; : » 
^ B(i/) 

qui donne, en prenant les dérivées logarithmiques des deux 
membres. 
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OD a donc en changeant u en a 

d'où la formule définitive 

(i8) — =Z(w — a)— Z(a-Ha)-f- a _ .^ ' « 

' sn*u — sn«a \ / \ / e(a) 

Cette même formule s'obtiendrait en regardant le premier 
membre comme une fonction de a et le décomposant en éléments 
simples. 

En intégrant les deux membres par rapport à i^, on a 



/ 



2snacnadna . . ll(u — a) B'(a) 

— — du = Log ûi '- -4- a a -^-7—7 4- const. 

sn*a — SQ*a °H(M-ha) Ô(a) 



De même en intégrant les deux membres de la formule (18) 
par rapport à a et remarquant que 2snacnadna est la dérivée 
de sn^a, on a 

Log(sn*a — sii»M) = LogH(a — u)h- LogH(aH- a) — 2 Log8(a)-h LogC, 

C désignant une constante relalivement à a. 

On en conclut 

H(a— a)H(a-+- w) 
sn««-sn«« = C ^^^ 

et, en faisant a = o, 

D'où la formule définitive 

e*(o) H(fl — a)H(a-+-M) 



sn'a — sn*a = 



k e>(a)e«(a) 



mettant en évidence les zéros et les pôles du premier membre. 

2° Proposons-nous maintenant de décomposer en éléments 
simples la fonction 



sn>u 



qui admet, dans un parallélogramme des périodes, un pôle double 
homologue du point u = o. Comme, dans le domaine du point 
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// = o, on a 



— r— = — - -i- fonction régulière, 



on aura 



09) -.-=-Z'(«)-^D, 

D désignant une constante que nous allons déterminer. Aupara- 
vant, nous changerons dans la formule (19) i^ en a + îK!, en nous 
rappelant les relations suivantes 

sn(a-4- iK')= -. j 

dont la seconde donne, en prenant les dérivées logarithmiques, 

Z'(«-H.-K')= /|f^>. 
^ ' du 6(m) 

Diaprés cela, la relation (19) devient, par changement de u 
en u 4- 'K.', 

du 6(a) 

Faisant, dans cette dernière formule, 11 = et remarquant que 
H'(o)= o, car ©(«) est paire, on a 

D'où les deux formules 

sn'w ^ ^^ 6(0)' 

) ,, , rf e'(M) e'(o) 

f A'* Sn* u = — '-z ^^ — - H — ' • 

l du e(tt) ^ 6(0) 

On en déduit par l'intégration 

I —r- =— Z(w) -H M ^ ; ' -f- const., 
J sn»w e(o) 

A:« / sn«urfa = — -^7— f -h a— 7— -H-const. 

j e(u) e(o) 
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Remarque. — La première des formules (20) peut se déduire 
aussi comme cas limite de la formule (18). Il suffit pour cela de 
diviser les deux membres de cette formule par 2 a et de faire 
tendre a vers zéro. 

101. Notatioiis d'AbeL — Dans son premier Mémoire, Abel a 
désigné par <p, /, F les fonctions sn, en, dn. Plus tard, il a em- 
ployé la lettre \ pour la fonction sn. Cette notation a été adoptée 
par Briot et Bouquet, qui désignent les trois fonctions sn, en, dn 
parX, (X, V. 

sna = X(a), cna=fJL(u), daw = v(w). 
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1. Démontrer les formules suivantes, qui sont des conséquences des for- 
mules d'additions : 

... / .N 2snacn6dnô 

sn(a4-ô)-f- sn(a — 6)= j-z — ; ;-=-, 

^ f ^ f 1 — A'sn'asns^ 

/ / ix f t.\ 2cnacn6 
(i) { cn(a-h 6)-^cn(a — 6) = rz — ; rr» 

1/ i\ j/ »v 2dnadn6 

dn(a-h6)4-dn(a — £>) = r^ — -j-, 

^ ^ I — A:*sn*asn»6 

sn(aH-6) sn(a — 6)= 7:5 — r-r> 

^ ' ^ ' ï — A:«sn»asn*6 

7 / I.X / 1.N » dn»adn«ô — A:'« 

(2) / cn(a-i-ô)cn(a — 6)= -TT 7- — ; -=-, 

^ ' \ ^ ' ^ ' k^ I — A:*sn*a8n«6 

dn(a4-6)dn(a — 6) = rr — -y-. 

^ ' ^ I — A:>sn*asn>6 

.ov / tx / tx / tx / tx 2snacnadn6 

(3) sn(a-hô)cn(a — o)-h sn(a — D)cn(a-h 6) = j- — -=-. 

^ f ^ I — A:S8n*asn*£> 

dn (a — 6) — en (a — 6) _^ dnacn6 — cnadn6 
sn(a — h) ~ sna + sn6 

(4) < 
* i4-dn(a — 6) _ - snacnô -+- sn6 cna 

A:sn(a — 6) ~ dn6 — dna 

A. ET L. 10 
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2. Duplication de rargument. — Faisant c = u dans les formules 
d'addition et écrivant s, c, d k la place de sn u, en u, dn u, il vient 



iscd 
snaa = 



dniu = 



i-A:«5* 



En posant S = snaa, C = cnaa, D = dnaa, ces formules s'écrivent 

I — C _ s^d^ i~D _ k^s^c* D — G _ k'^s*^ 

i-hC"" c* ' i-+-D~ d^ ' D-+-C""c«rf»' 

G I I — D 



5« = 



rîJ = 



ï-hD A:* 14- G 
D-4-G it'* i-D 



I-+-D A:» D — G 



^, I^ -^ C . ,, i-G 

^'=TTG-=^'D^rc=- 



Faisons a = - K, alors S = i, G = o, D = A:'; donc 

sn— =4/ r;> en— =4/ j-., dn — = v A: . 

3. Démontrer la formule de décomposition en éléments simples 

A-'snacnadnasn'u _ 6'(a) i rs'(u — a) &(u-^a)l 
i--A:*sn«asn*a ~" e(a) "^ a l_e(a — a) "" e(a-+-a)J * 

Cette formule peut se déduire de celle du n* 100 en y remplaçant u par 

M -4- ïK'. 

4. Vérifier que Ton a 

— k I snudu = Log(dnu -h kcnu). 

Montrer qu'on peut de même déterminer les constantes a, 6, a', b' de 
façon que 

a I cnudu = Log(snu + a'dnu), 
b j àuu du = Log(cn a -f- 6' sn w). 

Il suffit de différentier et d'identifier. 
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5. Un cas particulier des surfaces minima. — Un exercice intéressant 
pour appliquer la difTérentiation des fonctions elliptiques consiste à vérifier 
que la surface découverte par Schwarz (Gesammelte mathematische 
Abhandlungen, vol. I, p. 77) 

cna: -+- cn^ -h cn^ -♦- cna? cn^ cn-5 = o, 

avec le module k= -9 est une surface minimum dont la courbure totale 
1 

en chaque point est nulle, satisfaisant, par conséquent, à la condition 
(i-f- q^)r — T.pqS'Jrii -+-p^)t = 0, 

/?, q, r, Sy t ayant leurs significations ordinaires de dérivées partielles de z 
par rapport à x, y, Schwarz montre que cette condition équivaut à la 
suivante 

I , I (^^qr)r — 1pqs^(\-\-p^)t , /(?X d\\ 

pi Pî i^-/?*H-y* r ^ ï y^^^ ^^j ï 

pi et ps sont les rayons de courbure principaux de la surface, et Ton pose 



}J\ -+-/?*-+- q'^ /n-/>*-t-^* 

Le lecteur trouvera le détail du calcul de vérification dans l'Ouvrage de 
Greenhill sur les Fonctions elliptiques, p. 35; Carré, 1895. 

6. Démontrer les relations 

e«(o) H(tt-+-a) H(tt — a)= e«(a) H«(tt)— H«(a) e«(«), 

e«(o) e(a-ra) e(a — a) = e»(a)e«(a)— H«(a)H«(a), 

= e?(a)eî(a)-Hî(a)HÎ(«), 

eî(o) e(a-+-a) e(M-a) = e«(a) ej(u)>hH«(a)H}(M), 
H}(o)H,(M-ha)Hi(a — a) = eî(a)eî(a)— e*{a) B*(u), 
Hi(o)ei(a)e,(a)Hi(u — a) — ei(o)Hi(a)H|(u)ei(« — a) 

= e(o)H(a)H(M)e(w — a), 
Hi(a)e(a)Hi(w)e(a)-hH(a)ei(a)H(M)ei(a) 

= e(o)Hi(o)Hi(w — a)e(M-Ha), 

Il suffit de vérifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d'un 
des membres par Tautre est une fonction de u admettant les périodes 2K 
et liK' et restant finie quel que soit u. Ce quotient est alors une con- 
stante que l'on détermine en donnant à u une valeur particulière. 
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ÉTUDE DES VALEURS RÉELLES DE snw, cnu, dnu, QUAND K ET K' 
SONT RÉELS. APPUCATIONS. 



Nous nous proposons, en vue des applications, de faire, pour 
les fonctions de Jacobi, une étude analogue à celle que nous avons 
faite pour pu dans le Chapitre III. Nous supposerons, comme 

dans ce Chapitre, que (o et -.- sont réels, ce qui revient à sup- 
poser K et K' réels. 

I. — K ET K' RÉELS. 

102. Le modale est réel et moindre que i. — La série qui dé- 
finit k et k* montre que, K et K' étant réels, k et k' le sont aussi. 
Comme on a 

le module k et le module complémentaire A*' sont réels et plus 
petits que i . 

103. Argument rôeL — Considérons d'abord la fonction 

U(u) 



z = sn 2/ = 



^k ©(") 



Quand u varie en restant réel de o à K, z est réel puisque, 
dans les développements en série trigouomé trique de H(«) et 0(a), 
tout est réel; dans cet intervalle z varie d'une manière continue, 
puisque S{u) a pour racines 2mK-{- {2n-\- i)iKf. De plus, la 

dérivée 

dz 

-j- = cnudnu 

du 

garde un signe constant, puisque les fonctions H|({/), 0|(a), 
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S{u) ne s^aanulent pour aucune valeur comprise entre o et K; 
cette dérivée est égale à i pour u = o; donc elle est constamment 
positive entre o et K. La fonction snu est croissante : elle est 
nulle pour m = o et égale à i pour u = K. 

De la variation de sn ;/, on déduit celle de cn^ et dnu, quand u 
varie de o à K. En effet 

cnM = /i — sn»M 
varie de i à o, et 

dna = v/i — k^sii^u 
varie de i à //. 

On conclut de là les variations des trois fonctions dans tout in- 
tervalle réel en se rappelant que snu est impaire, que cnu et dnu 
sont paires, et que l'on a 

sn(a H- aK) = — sna, 
cn(M-H 2K) = — en a, 
dn(a-h2K)= dnu. 

104. Arg^ument de la forme v + îK', v réel. — L'égalité 

sn(PH-tK') = jr^ 

donne immédiatement la variation de sna quand 

tt = P -h iK' 

et que s? varie de o à K. Comme snç' croît de o à i, sn((' -h /K') 

décroît de -h 00 à 7- 
k 

Les fonctions 

cna = /i — sn*a, dnM = v/i — A:«sn*w 

sont purement imaginaires pour ces valeurs de u. 

105. Argument purement imaginaire. — Les séries trigono- 
métriques définissant H, 6, H|, B| montrent immédiatement que, 
u étant réel, H(/tt) est purement imaginaire; ©(/«), Hj(im) et 
Bf (/a) sont réels. Donc, snm est purement imaginaire; en /m et 
dnia sont réels. 
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Pour étudier les variations de ces fonctions et mettre ces pro- 
priétés en évidence, nous nous servirons des formules du n® 80, 
relatives à l'échange de K et K'. 

Ces formules permettent de ramener les fonctions sntV/, cne//, 
dn{^, construites avec les périodes 2K et 2iK.\ à d^autres fonc- 
tions sni/, cnw, dna, construites avec les périodes 2K' et 2/K, 

On a par définition 

.n,/- ^«(^) ^"("> mu Q(0) .. Ht(M) 
Sn M = 1,-7—: X -217 — T » en M == „ . ■ X -r- • 

H,(o) e(a) Hi(o) e(a) 

Transformons sn iu en nous servant des formules suivantes dé- 
montrées n** 80 

7tM« 

e **»^H(mlK, ïK') = AtH(M|K', iK), 

nu* 
e **iK'e(m|K, tK') = A Hi(w|K', tK); 



nous avons d'abord 



H(tM|K, tK^) _ . H(m|K\ t K) 
e(ïa|K, t'K') ~"'Hi(a|K', «K)' 



puis, d^une manière analogue, 



ei(o|K, iK') _ et(o|K', tK) 
Hi(o|K, tK') ■" e(o|K', tK)' 

et nous déduisons de là 

'°('"'^'*^)"'cn(it|K', tK)' 

en désignant par sn(aIK, iK!) la fonction snw construite avec les 
périodes aK et aïK' et par sn(a|K', iR) celle qui s*en déduit en 
échangeant K et K'. 

En raisonnant de même et en employant des notations analogues 
on démontrerait les deux autres formules 

w IV w,^ dn(aIK', iK) 
Ainsi, quand u est réel, la fonction sniw prend des valeurs 
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purement imaginaires, tandis que cnie^ et dniu sont réels. Il serait 
facile de suivre les variations de ces dernières fonctions : il suffi- 
rait pour cela d'étudier leurs variations quand u varie de o à K'. 
Ainsi la fonction cn(w|K', /K) varie de i à o, d'après ce qu'on a 
vu pour les arguments réels; donc cn(ie/|K, iK') croît de i à 4-*». 

106. Argument de la forme K + iu, u réel. — Prenons mainte- 
nant un argument de la forme K-h/a en supposant que u est réel 
et croît de o à K. On a d'abord 

,„ . . cn(m) 
sn(KH- lu) = , ; . ' ; 

puis, en se servant des formules précédentes et mettant les périodes 
en évidence, on trouve 



sn(K-i-m|K,,-K')= j„(^|K'..K) - 



La fonction est donc réelle et varie d'une manière continue 
quand u varie de o à K', c'est-à-dire de o à la demi-période réelle 
de la fonction dn qui figure au dénominateur. Appelons pour un 
instant ki le module des fonctions elliptiques sn(i^|K', iK), 
cn(tt|K', «K), dn(«|K', t'K) : nous avons vu que, quand u varie 
de o à la demi-période réelle R', sn(w|R'y/R) croît de o à i, 
dn(w|R', iR) décroît constamment de i k^i — A-J. Donc, quand u 
croît de o à R', la fonction 

sn(K-hm|K, ÎK') 

croît constamment de i à , 

On peut trouver directement les valeurs extrêmes de la fonc- 
tion : pour u = o, elle est égale à i puisque snR = i; quand 

Il = R', elle devient égale à ^ > comme le montre la formule 

sn(p-h tK')= -r » 

dans laquelle on fait (^ = R. On doit donc avoir 
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Le module des fonctions nouvelles sn(f/IK', t'K), ... est 
donc A*'. 



107. Résumé. — Les résultats précédents peuvent se résumer 
ainsî. Soient O j?, Oy deux axes rectangulaires : prenons sur O^ 
0A= K, sur Oy, OB = K' et soit C le quatrième sommet du rec- 
tangle construit sur OÂ et sur OB. 

Lorsque le point dont Paffixe est ii décrit successivement les 

côtés OA, AC, CB, la valeur de snu varie de o à i, de i à -r > puis 
de 7 à 4-00 



C 
I 
k 



On formerait de même pour cnuet dnu les Tableaux suivants, 
en supposant toujours que le point mobile parcourt les côtés du 
rectangle OACB : 



u . . . 
en a. 



u.. . 
dnu. 



A 

o 

G 
o 



O 

1 

A 

k' 



B 

00 



I 



B 



Fig. 7. 



A X 



108. Expression des périodes par des intégrales définies. — La 

fonction 

z = snu 

satisfait à Téquation différentielle 

dz 



qui peut s'écrire 



du 



= cnadna. 



du = 



dz 
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Quand u varie de o kK, z est réel et croît constamment de o 
à I (n® 103); on a donc 



D*aulre part, si l'on pose 



uz=K-hit 



et si Ton fait varier ^ de o à K', snu croit constamment de o à ?; 
on en dédait 






Or, en faisant le changement de variable 

1 

rintégrale devient 



Vo /(i~^})(i-A:'«^î)' 
K' est donc déterminé par Tégalité 

On voit que K' est défini à Taide du module complémenlaire k' 
comme K est défini à Taide du module A-; par suite, quand on 
remplace k par Ar, on échange par là même K et K'. C*est, sous 
une autre forme, le résultat que nous avons déjà trouvé, quand 
nous avons vu que le module des fonctions sn(e/|K', tK), ... est 
égal à k'. 

109. Relations entre K, K' et A-. — Les deux quantités K et K', 
exprimées sous forme dUntégrales définies 

(I) K= r'-—=^L==y K'^ r \ ^"^ 

où 
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apparaissent comme des fonctions de la seule quantité k. Elles 
sont donc liées par une relation et ne sont pas indépendantes. 
Cette relation est celle que Ton a établie, entre K et K', pour 
rendre le multiplicateur 

,. snu 
^ = lim , pour M = o, 

égal à I. Cette relation peut s'écrire (n** 92) 

(2) ^/Ç=e,(o). 

Ainsi les fonctions K et K' de k^ défîmes par les relations (i), 
vérifîent cette relation. 

Les fonctions sn, en, dn, construites avec K et /K', sont donc 
déterminées dès qu'on connaît k. Aussi, au lieu de les écrire 
sn(a|K, «K'), les écrit-on plus simplement sn(M, k)y cn(i/, k)^ 
dn(w, A*). Par le changement de k en A:', K et K' s'échangent. 

Les fonctions sn(a|K', tK), ... s'écriront donc sn(ii, Xr'), 
cn(;<, k')j dn(f/, A''). Avec ces notations, les formules établies 
plus haut pour l'argument purement imaginaire s'écrivent 

, . ,. .sn(a, k') 

Sn(ia, k) = l ; 7TT , 

^ ' ^ cn(a, k) 

^ ^ cn(a, k') 

dn(a, k') 



dn(m, k) = 



CD (a, k') 



Par exemple, si l'on se place dans un cas de dégénérescence 
(n® 96), A* = o, on a A'= I, et la deuxième formule donne 



costu = — 



Le module k peut prendre une valeur réelle quelconque com- 
prise entre o et i. En effet, dans la théorie que nous venons de 
développer, nous avons vu que, les deux quantités réelles et 
positives K et K' étant choisies de façon à vérifier l'équation (2), 
le multiplicateur est égal à i, et le module k donné par 



^ e,(o) i-t-ay»-+-2y»-+-. 



-4 
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nous avons démontré ensuite que le module complémentaire k' 
s^obtîeut en permutant K et K', ce qui donne 

Quand le rapport jt> est nul, 9 = 0, A' = o ; quand ce rapport 

K 
est infini, q^=^ o, Â'= o, A* = i. Donc, le rapport jt> variant de o 

à 00, A varie de o à i ; il passe par toutes les valeurs inférieures à 1 . 
D'après la théorie que nous avons développée, les déterminations 
de K et K' qui font acquérir à k une de ces valeurs sont données 
parles intégrales définies (i). 

HO. Inversion. — Supposons que, A* étant un nombre moindre 

que I, on ait trouvé entre u el z une relation de la forme 

« 

,3) 



/" dz 



On calculera les demi-périodes K et i¥J par les intégrales dé- 
finies (i). On construira ensuite les fonctions H, 0, H|, 0| , 
sn(w, A:), cn(^/, k)^ dn(M, k) correspondantes, et l'on aura 

M = argsnz, .5 = snM, 

v/i — z^ = en w, /i — k^z^ = dn a. 

On aura ainsi réalisé ce qu'on appelle Vinversion de l'inté- 
grale (3). 

111. Expression de K par une série hypergéomôtrique. — Dans 
la formule qui définit K par une intégrale définie, faisons 
z = sinç : on aura • 

Développons, par la formule du binôme, la quantité sous le 
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signe d'intégration 

(i — X:»sin*C)) « = n- > -— ^««sin»'»©. 

^ ^^ j^ a.4.6...2/i ^ 

«=i 

D'après une formule due à Wallis et facile à vérifier, on a 

2E 

/* • •« ^ '^ 1.3.5. . .2/1 — I 
^ ^ 2 2.4.0. ..2/1 

Donc enfin 

La série ainsi obtenue est un cas particulier de la série hjper- 
géométrique de Gauss 

On a, en efi'et, 

2 \2 2 ' / 

112. Valeurs réelles de pu^ dans le cas où co et ^ sont réels, ratta- 
chées à celles de sn<a. — Supposons que la fonction pu soit con- 
struite avec deux périodes 2 co et 2 co' telles que co et -r soient réels. 

Nous avons étudié ce cas en détail. Nous pouvons, à litre d'exer- 
cice, rattacher les résultats que nous avons obtenus à ceux du 
présent paragraphe, en nous servant de la relation entre les fonc- 
tions p et sn. Nous avons trouvé en général 



i-f-A:» I 




X«8n 


•t 


2KX = 2a), 2tK'X = 


2 0)', 


1*- ' Jt»-^'""^'. 




€1 — 63 €1 — 62 


le cas actuel, le polynôme 




45»— ^,z — ^, 
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a ses racines réelles; le discriminant 

est positif. De plus, e^ > e2> e^* Alors X*>o; la valeur de k'^ 
est réelle et comprise entre o et i; les périodes 2K et ^iVJ de la 
fonction sn^a sont, la première réelle, la seconde purement ima- 
ginaire. D'après cela quand u est réel, pu est évidemment réel. 
Nous avons vu (n° 54) que, Targument u élant purement ima- 
ginaire, pu est encore réel; cela résulte de la formule 

Nous allons vérifier cette formule en nous servant de Fégalité qui 
ramène pa à la fonction sn^u. Cherchons l'expression de 

Quand on change gz en — ^3, dans Téquation 

on change les signes des trois racines ei, ^2, e^ ou, en précisant, 
si ^1, ^2) ^3 sont les racines de Téquation précédente rangées par 
ordre de grandeur décroissante, les racines de Téquation 

rangées aussi par ordre de grandeur décroissante, seront 

ej =—«3, g', = — e,, c', = — Ci; 
le carré du module de p(m, g2 — gz) est égal à 
g» — ^% __ ^1 — ^% ^ 

On voit que c'est le carré du complément du module de la fonc- 
tion p{u\ g%^ gz)\ le multiplicateur de p{u\ g^^ — gi) est 

V«=-7-i-^= — i— =X«; 

6j ^ *3 ^l ^ ^3 

il est le même que pour la fonction p{u\ g2y gz)- 

En résumé, changer gt en — gz revient à changer k en A^, et 
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Ton a 

et la formule à vérifier 

équivaut à celle-ci 

1 -+- A:* j_ 1 _ I -^k'^ j I 

ou, en tenant compte de la relation k^ 4- Ar'^ = i et en posant y = ^' 

I I 



sn«(eV, A:) sn^»',^') 

or cette égalité résulte immédiatement de la formule suivante, dé- 
montrée au n" 105 

,. ,. isn(v,k') 
^ * ' cn{v,k) 

Variation des valeurs réelles de pu, — Partons de la for- 
mule 

Quand y croît de o à K, sny croît de o à i; en même temps u 
croît de o à (1) et p a décroît de -4- 00 à e» . 

Si Ton pose v^ = K 4- «V et si Ton fait varier r de o à K', sn- -0 

varie de 1 à -^ = *~ ' ; en même temps, on a 

u = (Ji -h iti; 

ti croissant par valeurs réelles de o à co', pu va constamment en 
décroissant depuis ei jusqu'à ej. 

Si Ton pose y = iK'-h ^ et si Ton fait croître < de o à K, sn^ j 
décroît de 00 à Tj; en même temps, on a 
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t^ croissant par valeurs réelles de o à (o, pu croit constamment de 
en à ea. 

Enfin posons u = il, faisons croître / de o à -:- et servons-nous 
de la formule 

Les périodes de la fonction écrite au second membre sont — r- 
et 2t<i), puisqu'en changeant le signe de g^ on change k en Xr', par 
suite K en K', par suite co et co' en -^ et eco. Diaprés cela, quand / 
varie de o à -7-^ nous sommes dans un cas déjà étudié ; p(u ; gay — ^3) 
décroît de Tinfini à la plus grande des racines de Téquation 

t i' 

c'est-à-dire — Cj. Ainsi, t variant de o à -r^ p(^î ^2? — ^'3) décroît 

de 4-00 à — ^3 et par suite p{u] ^2, ^s) croît de —00 à e^- 
En résumé : 

t° Quand u croît par valeurs réelles de o à co, pi/ décroît de 
+ 00 à e,; 

2° Quand on a w = w -[- il et que t croît par valeurs réelles 

de o k -^9 pu décroît de e« à ^2; 

3° Quand on a M=:(i)'-h^ et que t croît par valeurs réelles 
de o à (1), pa croît de ^3 à ^2 ; 

4° Quand on a M = it et que ^ croît par valeurs réelles de o 

k-Tf pu croît de — 00 à 63. 

Cette discussion a été résumée au n^ 57. Nous pouvons d'abord 
en tirer cette conclusion que pu passe par toute valeur réelle. 
D'ailleurs l'équation 

pu — pv = o, 

n'a que deux racines dans un parallélogramme des périodes, 
puisque le premier membre est une fonction doublement pério- 
dique admettant zéro comme pôle double et n'admettant pas 
d'autres pôles dans un parallélogramme des périodes qui contient 
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zéro. Les deux racines sont évidemment, à des multiples près 
des périodes, égales à -h p et — i^. 

Nous avons ainsi défini toutes les valeurs de u pour lesquelles 
la fonction pu est réelle. ^ 

Étude de la dérivée pour les valeurs qui rendent la fonction 
réelle. — D'après l'équation 

p'*M = 4(pw — e,)(pa — c,)(ptt — <?,), 

la dérivée p'i^ est réelle quand p a est supérieure à e^ ou comprise 
entre ^2 et e^] elle est purement imaginaire dans les autres cas. 
Voyons, avec plus de détails, comment se comporte la dérivée dans 
les cas examinés dans le paragraphe précédent : 

i"^ Quand u croît de o ktù^pu décroît constamment; la dérivée 
est réelle et négative ; 

2° Quand on a z/ = (o -h it et que / croît de o à -r-, pu décroît 
constamment, p* u est purement imaginaire, la dérivée de pu par 
rapport à t est négative; cette dérivée est /p'w, ainsi —^ est 
positive; 

3' Quand on a w = Ci}'-f- ^ et que t croît de o à (o, pi/ croît 
constamment, p'e/ est réelle et positive. 

Dans chacun des cas précédents on a examiné seulement un in- 
tervalle correspondant à une demi-période. En se servant de ce 
que la fonction pu est paire et admet les périodes 2(0, 2(o', on 
vérifiera sans peine le résultat suivant, se rapportant aux cas oiipu 
est réelle : 

La dérivée change de signe quand la partie réelle de u passe 
par un multiple de co ou quand le coefficient de i passe par un 

multiple de -: • 

n. — BiQUADRATIQUE GAUCHE. SuRFACE DES ONDES. 

113. Équations de la biquadratiqae. — La courbe définie par 

les équations 

Irr = sniiy 
^ = cnw, 
2 = dnu, 
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dans lesquelles u désigne un paramètre variable, est Fintersection 

de deux surfaces du second degré, puisque Ton a entre x, y^ z les 

deux relations 

/= a?» -4- ^« — 1 = 0, 

«p = A:* a?» -f- 5* — I = o 

et, d'autre part, on peut toujours, par une transformation homo- 
graphique, ramener à cette forme les équations d'une biquadra- 
tique gauche. Nous allons indiquer les propriétés les plus simples 
de cette courbe, en nous servant de la représentation paramétrique 
précédente. 

Pour tous les raisonnements qui suivent, il importe de faire choix 
d'un système de périodes qui appartiennent à la fois aux trois 
fonctions snu, cnzz, dnz/. Or ces trois fonctions admettent toutes 
les trois les deux périodes 4K. et \iY%l. Envisagées à ce point de 
vue, ce sont des fonctions elliptiques que Ton pourrait exprimer 
rationnellement àTaide de la fonction p(m|2K, aeK'), construite 
avec ces mêmes périodes, et de la dérivée de cette fonction. 

Soit P un parallélogramme des périodes 4K- et 4'K' construit 
sur les deux périodes communes à sue/, cn;^, dnc/. Nous allons 
montrer d'abord qu'à chaque point M de la biquadratique, les re- 
lations (i) font correspondre une seule valeur de u dans le parallé- 
logramme P. En effet, coupons la biquadratique par un plan 

nous obtiendrons quatre points Mi, M2, M3, M4, en associant à 
X = a:« , les quatre systèmes de valeurs 

y =dz/i —a?}, ^==t/i — k'^x\. 

D'autre part, l'équation x^=Xx donne 

sna — a?! = o, 

la fonction elliptique sne/ — X\ ayant dans le parallélogramme P 
des périodes 4K et 4«K' quatre pôles simples, à savoir les pôles 
de sni/, y possède quatre zéros </|, 2/2, 1/3, Ui,, Si l'on prend suc- 
cessivement ces quatre valeurs de ;/, à chacune d'elles correspond 
un point de la courbe dans le plan x^=^ X\, On obtient ainsi d'une 
autre manière les quatre points Mi, M2, M3, M4. Si alors on fait 

A. ET L. Il 
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choix d'un de ces points, le point M|, par exemple, il lui corres- 
pond dans le parallélogramme P une seule valeur de ii, la valeur 
u^=iii> Donc à un point M| de la biquadratique correspond, 
dans P, une seule valeur i/i de u : dans le plan tout entier sur 
lequel on figure la variable u, il correspond au point M, une 
infinité de valeurs de u données par la formule 

m et n entiers. On a donc une représentation paramétrique par- 
faite de la courbe. 

Remarque. — Si l'on se donne la valeur de x, ^ = :ri, et si 
Ton appelle ii| l'une des racines de l'équation sn<£ — a:i = o dans P, 
les autres ^a, ihi Us sont données par 

sna — snui = o; 

elles sont homologues des points 

2K— wi, at'K'-hWi, aK + atK'— Ml. 

114. Forme de la courbe. — On aperçoit immédiatement la 
forme de la courbe, en remarquant qu'elle est symétrique par rap- 
port aux plans de coordonnées, et qu'elle se projette sur xOy 
suivant un cercle, sur xOz suivant une ellipse, sur^Os suivant 
une hyperbole. 

Mais voyons comment il faut faire varier l'argument pour ob- 
tenir tous les points réels de la courbe ; x et y étant supposés réels, 
la relation 

montre que chacune des quantités sn^ 2/, cn^aest plus petite que i 
et Ton en conclut que u est réel, à des multiples près des quantités 
2K et 2tK'. 

Les formules relatives à la périodicité des fonctions sn, en, dn 
font voir que les points w et ^^ -h 2 K sont symétriques par rapport 
à l'axe 0>3; les points a et w 4- 2tK' sont symétriques par rapport 
à Taxe Ox. 

Il suffit donc déjà de faire varier a de o à 2K. De plus les for- 
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mules 

sn(aK — a)= snw, 

cn(aK — w)== — cm/, 
dn(2K — u)= dnu 

montrent que les points u et 2K — u sont symétriques par rap- 
port au plan des zx. Nous ferons donc varier u seulement depuis o 
jusqu'à K. Nous obtenons ainsi un arc BA de la courbe situé au- 
dessus du plan des xy, allant d^un sommet situé dans le plan 
desyz à un sommet situé dans le plan des zx. Il reste ensuite à 
compléter la courbe en se servant des symétries indiquées. 

115. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans 
un même plan. — L'équation que détermine les paramètres des 
points d'intersection de la courbe avec le plan 

est 

(2) AsiîM -h Bcnw-f- Cdnw -f- D = o. 

Le premier membre est une fonction doublement périodique aux 
périodes 4K. et ^iK.' admettant dans un parallélogramme des pé- 
riodes quatre infinis qui sont les zéros de ^(u), par exemple les 

points 

' tK', £K'-+-2K, -iK', — «K'-+-'jiK. 

La fonction (2) a donc dans un parallélogramme quatre zéros 
Ut s 1121 ^hy ^1 correspondant aux quatre points d'intersection du 
plan avec la courbe. La somme des zéros ne diffère de la somme 
des infinis que par des multiples des périodes 4K. et 4<K' : on a 
donc 

(3) M|-+- Mï-t- W3 -+- M*= l'wK-h 4/itK', 

m et n entiers. Cette condition nécessaire pour que quatre points 
soient dans un plan est suffisante. On le voit comme pour trois 
points en ligne droite sur une cubique plane (n** 59). 

Plans bitangents menés par une tangente donnée. — Soit W| 
le paramètre du point de contact M 1 de la tangente donnée et u le 
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paramètre du deuxième point de contact M, on a 

Comme deux valeurs de u qui ne diffèrent que par des multiples 
de 4 K et 4 î^' donnent le même point, il suffit de donner à chacun 
des nombres entiers m et n les valeurs o et i et, par suite de 
considérer quatre valeurs de m, savoir 

— Ml, — Mi + aK, — ai4-2iK', — Mi + aK -+- 2«K'. 

Il y a donc quatre plans bitangents qui passent par la tangente 
en M| ; les points de contact sont les symétriques du point M « par 
rapport aux trois plans de coordonnées et par rapport à Torigine. 
On voit de plus que les quatre plans bitangents menés par la 
tangente en M| sont les plans tangents aux quatre cônes du second 
ordre passant parla biquadratique (trois de ces cônes se réduisent 
ici à des cylindres). 

Il est facile de déduire de là que le rapport anharmonique 
des quatre plans bitangents menés par la tangente en M| reste 
fixe quand le point M| se déplace sur la courbe. En effet, les 
équations des quatre cônes sont 

/£- a:» -H^'*— 1 = o, 

çp £= A-'JT*-!- ^* — 1 = 0, 

? — / = o. 
Les équations des plans tangents au point Mi sont de la forme 

P = o, Q — AiP = o, 
Q = o, Q- P =o; 

le rapport anharmonique de ces quatre plans est égal à Â*^. Il est 
constant et Ton voit que sa valeur donne le carré du module des 
fonctions elliptiques qui ont servi à la représentation paramé- 
trique. 

Si l'on prend la perspective de la biquadratique, le point de vue 
étant au point M « de la courbe, on obtient une cubique qui passe 
par la trace m, de la tangente en M| ; les plans que Ton peut 
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mener par cette tangente et les tangentes à la courbe de l'espace 
ont pour traces les tangentes à la cubique menées par le point mi. 
D'où ce théorème : 

/y w/i point pris sur une cubique on peut encore mener quatre 
tangentes à la cubique et le rapport anharmonique de ces 
quatre tangentes est constant. 

Points de rencontre de deux tangentes à la biquadra- 
tique. — D'après ce que nous venons de voir, si deux tangentes 
sont dans un même plan et ne sont pas parallèles, leur point de 
rencontre est situé dans l'un des plans de coordonnées. Pour avoir 
le lieu de ceux de ces points qui sont situés dans le plan a: = o, 
par exemple, il suffit de chercher la courbe décrite dans ce plan 
par la trace de la tangente en un point variable de la biquadratique. 
On trouve sans peine que ce lieu peut être représenté par les 

équations 

r I 

Y = , z = -, — , 

•^ en M an a 

et qu'il est du quatrième degré. 

Cette ligne et les lignes analogues situées dans les autres plans 
de coordonnées et le plan de l'infini sont les lignes doubles de la 
surface du huitième ordre engendrée par les tangentes à la biqua- 
dratique. 

i 16. Plans osculateurs menés A la courbe par un point de la. 
courbe. — Supposons que trois des quatre points d'intersection 
de la courbe avec un plan soient confondus. La relation entre les 
paramètres de ces quatre points devient 

ui -^ 3 u = i mK -h ^ niK' 
ou bien 






Il suffit de donner à chacun des nombres entiers m et n les valeurs 
o, I, 2. Il y a donc neuf plans osculateurs menés à la courbe, par 
le point M|. Quand on projette la courbe, le point de vue étant 
en Ml, les traces de ces plans deviennent les tangentes d'inflexion 
de la cubique. 
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Plans sur oscillateur s. — Si les quatre poinls d'interseclion 
de la courbe avec un plan viennenl se confondre, la relation entre 
les paramètres de ces quatre points devient 

4w = 4mK-4- 4n«K' 
ou bien 

w = mK-t- nt'K'. 

Chacun des entiers m et /i pouvatit prendre quatre valeurs o, i, 
2, 3, on trouve 16 points. Ces poinls sont les sommets de la 
courbe : un des plans correspondants est la limite d'un plan bi- 
tangent dont les deux points de contact sont venus se confondre. 

117. Détermination des surfaces du second ordre passant par la 
biquadratique. — Considérons une corde joignant deux points 
quelconques Mf, M2 de la biquadratique; il existe une surface du 
second ordre S passant par la courbe gauche et admettant M1M2 
comme génératrice rectiligne. Si l'on mène un plan par la corde 
M1M2 et si Mf, M^ sont les deux nouveaux points d'intersection 
de la courbe par ce plan, la droite M^ M^ est une génératrice de 
la surface S et une génératrice du second système, en appelant 
premier système celui auquel appartient la droite MfM^. En 
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points 
Mf, M2, M'f , Mj sont dans un même plan 

on voit qu'w/ie génératrice d*un système déterminé de S ren- 
contre la biquadratique en deux points dont les arguments 
ont une somme constante. 

La valeur de la constante change seulement de signe quand on 
passe d'un système de génératrices à l'autre pour une même surface 
du second ordre; elle est égale à une demi-période o, 2K, 2{K', 
ou 2K+2«K' quand la surface est l'un des quatre cônes du 
second ordre qui passent par la biquadratique. 

Comme application, nous allons considérer des polygones dont 
les côtés sont des génératrices d'une surface S passant par la bi- 
quadratique et dont les sommets sont sur la courbe, et nous cher- 
cherons la condition pour qu'un polygone ainsi défini se ferme. 

Les arguments de deux sommets consécutifs sont liés par les 
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relations suivantes, dont les deux formes correspondent aux deux 
systèmes de génératrices, 

ui -4- iii s C, 

— (W4-h M8)=C, 



le signe de congruence ^ signifiant que Tégalité a lieu à des mul- 
tiples près des périodes 4K. et 4<K.'. Si Ton veut, par exemple, 
avoir un quadrilatère, on exprimera que u^ ne diffère de u^ que 
par des multiples des périodes 4K. et 4<Kl'- ^n ajoutant membre 
à membre les équations précédentes on trouve 

C doit être un quart de période. Les quadrilatères ne se ferment 
que si la surface considérée correspond à une telle détermination 
de C et ils se ferment toujours pour une surface ainsi définie. 

Il résulte de ce qui précède qu'une surface du second ordre 
passant par la biquadratique est caractérisée par un argument 
elliptique défini au signe près. 

118. Équation de la surface des ondes. — Cette surface peut 
être définie de la façon suivante. Étant donné un ellipsoïde qui, 
rapporté à trois axes rectangulaires, a pour équation 

a» pî Y* 
on le coupe par un plan variable passant par le centre 

kx -h B^-r- Cz = O 

et, sur la normale au plan menée parle centre, on porte à partir de 
ce point des longueurs égales aux axes de la section. 

L'équation qui donne les longueurs des axes de la section est 

a«A« S«B« Y«C« 

1 — 1 = o. 
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Pour l'un des points x^ y^ z correspondant au plan A, B, C on a 
l = ÏÏ = ^ ar«^^«^-;5«=^^ 

de sorte que Téquation de la surface est 

a«a:* S«y« y«5« 

En chassant les dénominateurs et en supprimant ]e facteur 
^' -^-y^ H- ^^ on obtient 

La trace de la surface sur chacun des plans de coordonnées se 
décompose en deux coniques. Il est facile de le voir en se reportant 
à la déGnition géométrique des points du lieu. Si Ton coupe Tellip- 
soïde par un plan tournant autour de l'un des axes, Oy par 
exemple, l'un des axes de la section est constamment égal à l'axe 
moyen p, l'autre est un diamètre de l'ellipse principale située 
dans le plan zOx, Les points correspondants du lieu sont dans 
le plan ^O^ et ils sont situés sur un cercle de centre O et de 
rayon ^ et sur l'ellipse que l'on obtient en faisant tourner d'un 
angle droit l'ellipse principale. La trace de la surface est donc re- 
présentée par l'ensemble des deux équations 

on trouverait de même pour les autres traces 

5 = 0, (ar«-+-j^«— -^î;(a«a?«-^ pî^ï—a^p») = o, 
37 =0, (7«+ a«— a«)(P«7«H- y'2* — P'T*) = o. 

Ceci conduit à mettre l'équation de la surface sous la forme 

C'est cette forme dont nous aurons surtout à nous servir. Il est 
évident que Ton aurait une forme analogue correspondant à 
chacun des autres plans de coordonnées. 
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119. Expression des coordonnées d'un point de la surface en 
fonction de deux paramètees elliptiques. — On peut exprimer les 
coordonnées d'un point variable de la surface en fonction de deux 
paramètres elliptiques au moyen des formules 

a? = p sn(a, k) dnCp, /), 
^ = xcn(a, A-)cn(p, /), 
a = adn(M, A:)sn(p, /), 

le module k des fonctions de l'argument u et le module / des fonc- 
tions de l'argument v étant déflnis par les égalités 

OÙ l'on suppose 

Nous écrirons les formules précédentes sous la forme abrégée 

y = acct, 
z = a ds\ , 

en attribuant l'indice i aux fonctions de l'argument p. 

Vérifions d'abord que les valeurs de x^ y^ z données par ces 
égalités satisfont à l'équation de ]a surface quels que soient u et r. 

En élevant au carré les deux membres de chaque égalité et en 
exprimant les fonctions elliptiques de chaque argument à l'aide 
du sinus amplitude correspondant, on trouve successivement 

a?«= p«5« — p»/«5«5Î, 

^î= «2 5} — aï A* 5*5}. 

On en déduit 

a-t^^t^ 5S- p« = (pî_ a»)(5«— I), 
a«:F>+p«7«-f-Y»;!»— a>Y'=a'('r'— P')(5Î — i), 

et comme on a posé 

^J=Ct«(l-.«)(l-5?), 
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on voit que Ton a bien, quels que soient 5 et 5i, 

120. Intervalles dans lesquels il suffit de faire varier la partie 
réelle et le coefficient de i de chacun des arguments pour avoir 
toute la surface* — Les trois fonctions sne/, en;/, Anu admettent 
comme périodes 4K- c^ 4'K.'î de même, les trois fonctions snp, 
cni^, dnç' admettent les périodes 4L et /\i{J (en supposant que L 
et L' correspondent à / comme K et K' à k). Mais les formules 

sn(aH-2K)= — snw, dn(p -+- 21L') = — ànv, 
cii(m -H 2K) = — CDM, cn(t^ H-aiL') = — cnp, 
dn(M-i-2K)= dnu, sn(i' + 2eL') = snp, 

montrent que les arguments 

a + 2 K, p -f- 2 iV 
donnent le même point que les arguments 

u, V. 

On verrait de même que 

?/H-2tK', P-1-2L 
donnent le même point que 

et Ton peut conclure de là qu'il suffit de faire varier la partie ima- 
ginaire de u entre deux valeurs différant de aïK' et la partie ima- 
ginaire de \> entre deux valeurs différant de aiL'. 

121 . Les lignes paramétriques sont orthogonales. — Les lignes 
obtenues en faisant varier un seul des paramètres 1/ et p sont des 
biquadratiques {voir n° 113). Nous allons démontrer que les deux 
familles de lignes ainsi définies sont orthogonales. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont proportionnels à :r'„, 
y'u^ ^a pour un point de la ligne obtenue en faisant varier le para- 
mètre u ; les quantités correspondantes sont proportionnelles à x'^^ 
y\^ j^l, pour l'autre ligne; nous avons donc à vérifier que l'on a, 
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pour un système quelconque de valeurs de u et de r, 



a?« a?'., -f- y^^;, -4- z« < = o . 



Calculons ces dérivées : 

Xu= ^ cddu x'v = — P ^* Wi Cj , 

z'u^^ — d k^scsi, z'^ = at/ci dx . 

Dans chacun des produits x^x\^ yuYvi ^u^vi ^" trouve en 
facteur 

5cd5i Cl d\y 

et l'égalité à vérifier se réduit à l'identité 

évidente, si l'on se rappelle que /^= gi^''^ ('*" H9). 

122. Points singpilierB. — Nous avons vu que la trace de la 
surface sur l'un des plans de coordonnées se décompose en deux 
coniques; les quatre points communs à ces deux coniques sont 
des points coniques de la surface. Considérons, en particulier, la 
trace sur le plan zOx, On doit avoir 

j' = o, cnacnp = o. 
Pour en M = o, on a 5^ = 1 , et l'équation (n® H9), 

montre que les points correspondants du lieu sont les points du 

cercle 

ir« + ;!«— p« = o. 

Pour cn(> = o, on a 5j= i, et l'équation 

a*a72-+- p«j^2-+- Y»^»- «»Y»= ««(r*— ?*)(*?— 

montre que les points correspondants du lieu sont les points de 
l'ellipse 

L'un des points d'intersection du cercle et de l'ellipse est donné 
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par les valeurs des paramètres u et v telles que Ton a à la fois 
cna =o, cnp = o. 

Maïs chacune des trois dérivées x'„,y„, ^'u contient en facteur c 
ou Ci et il en est de même pour x'^^ y\^ z'^. Donc, les développe- 
ments àex^yy 2, suivant les puissances des accroissements Aci, ^v 
donnés aux paramètres à partir du point considéré, commencent 
par des termes du second degré; le point est point conique de la 
surface. On vérifle sans peine que ses coordonnées annulent les 
trois dérivées /^, /^', f^ du premier membre de l'équation de la 
surface. 

Nous avons ainsi quatre points doubles réels dans le planzOor. 
On les obtient comme points du lieu lorsqu'on coupe Tellipsoïde E 
par un plan passant par l'axe mo^ren et donnant comme section 

un cercle. 

Fig. 8. 




On trouverait de même quatre points coniques de la surface 
dans chacun des autres plans de coordonnées et il résulte de la 
définition géométrique des points du lieu qu'il n'y a pas d'autres 
points coniques à dislance finie. La forme de l'équation de la sur- 
face conduit à considérer comme points coniques les points à l'in- 
fini sur les quatre génératrices communes aux deux cônes 

ari-^^j + ^îrr o, a'a7«-+- p*^*-f- Y*'5'= ®- 

On a donc en tout seize points singuliers ; quatre de ces points 
seulement sont réels : ce sont les quatre points coniques situés 
dans le plan zOy, 
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123. Plans tangents singuliers. — Un plan perpendiculaire à 
un plan principal, et dont la trace sur ce plan est une tangente 
commune aux deux coniques en lesquelles se décompose la sec- 
tion principale correspondante, est un plan tangent singulier : il 
touche la surface en une infinité de points situés sur un cercle. 
Considérons, en particulier, la trace de la surface sur le plan 
des xz 

ar*4-«*— 3*= o, —r-^ — -—1 = 0, 

et cherchons d'abord les tangentes communes à ces deux coniques. 

Si une droite 

ux-h wz -H i = o 

est tangente à chacune de ces coniques, on a 
En résolvant ces deux équations, on obtient 

^ Y — * 

L'une de ces tangentes a donc pour équation 

kx -^-k'z — p = o. 

Coupons la surface par le plan perpendiculaire à zO^ et ayant 
pour trace cette tangente commune. En remplaçant dans l'équa- 
tion du plan X et z par leurs valeurs en fonction des paramètres 
elliptiques, nous avons, entre les paramètres d'un point de la sec- 
tion, la relation 

k^sdx-^ k'd dsi — P = o, 

et, comme on a Ar'g =/, cette relation peut s'écrire 

ksdi -+■ Idsx — 1 = 0. 

Pour vérifier que la ligne définie par cette relation est une 
conique comptée deux fois, nous allons la couper par une surface 

V = const. 
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et montrer que les points d'intersection sont deux à deux con- 
fondus. Les valeurs de s et de d correspondant aux points d'inter- 
section sont données par les deux équations 

ksdi ■+- Idsx = I , 

Or, l'équation du second degré qui donne les valeurs de 5 a ses 
deux racines égales ; tandis que si Ton avait coupé la surface par un 
plan quelconque parallèle à Oy, le même calcul aurait conduit à 
deux valeurs distinctes de s. Donc le plan 

kx^k'z = ^ 

coupe la surface suivant une conique comptée deux fois et, comme 
il n'y a pas de ligne double sur la surface, il est tangent tout le 
long de cette conique. 

On peut vérifier le résultat précédent au moyen d'un calcul 
plus symétrique, en formant une combinaison homogène des deux 
équations précédentes en s et d^ savoir 

(X:25«-f- d^){l^s\ H- d\) - {ksdx -+- dlsi )« = o. 

Cette équation donne les valeurs de -^* Or, en transformant le 
premier membre d'après l'identité 

(A«-f-Bï)(A'«-4-B'«) — (AB'h-BA')* = (AA'-BB')«, 

on voit qu'il se réduit à 

{klssx^ddxy, 

et l'on retrouve que les points d'intersection sont deux à deux 
confondus. Mais on peut, en outre, déduire de ce calcul une 
forme de l'équation de la surface mettant en évidence les plans 
tangents singuliers perpendiculaires au plan zOx. Nous avons 
remarqué qu'on a l'identité 

I — ( ksd, -+- dlsx y s {klssx — ddx )«, 

en supposant s ei d d'une part, 5| et d^ d'autre part, liés par les 
relations 
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Cette identité peut s'écrire 

— {ksdi ■+■ dlsi — \){ksdi -f- dlsi -+- i) = {klssx — ddx )', 
et, en j changeant s^ en — ^i, on en déduit 

— {ksd^ — dlsx'-'\){ksdx^dlsx^\) = (A755|-+- rfe/,)«. 

Multiplions membre à membre ces deux identités et désignons 
les parenthèses situées dans les premiers membres par ^i, ^2, 
Çsy qi^ nous obtenons la nouvelle identité 

qiqiqzq.^i.kH^s^sl'-d^dD^ 

qui peut encore s'écrire 

qxq^qzq^^ik^s^-^- /'«? — i)*, 

et qui donne la forme cherchée de l'équation de la surface ; il 
suffit d'y remplacera, rf, 5|, d^ en fonction des coordonnées x, 
y^ z du point correspondant de la surface; 

y 1 ^ ksd\ -H ls\ d — I 
devient 

5^2? qz) qk se transforment d'une façon analogue. D'autre part 
devient (n° 119), en désignant par ). et [x des constantes, 

et l'on obtient pour la surface l'équation 

QiQîQjQv = ?*. 

Cette équation montre d'abord que la section de la surface des 
ondes par le plan Qi = o est la conique section de la surface ^ 
par le même plan, comptée deux fois. Cette conique est un cercle, 
car en cherchant les plans réels qui donnent des sections cir- 
culaires dans la surface 'f , on trouve que ces plans sont parallèles 
aux deux plans 
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OU bien 

{kx H- k'z){kx — k'z) = o. 

Nous avons trouvé quatre plans tangents singuliers correspon- 
dant au plan zOx\ on en trouverait de même quatre autres corres- 
pondant aux deux autres plans de coordonnées, et quatre autres 
qu'on peut définir comme les plans tangents communs aux deux 

cônes 

^* -+- ^' H- «' = o, a*a7'-f- P'j^*-+- Y*5'= o. 

On a ainsi seize plans tangents singuliers dont chacun touche la 
surface tout le long d'une conique. 

124. Forme de la surface. Distribution des valeurs des para- 
mètres. — La fig. 8 (*) indique les sections de la surface par les 
trois plans de coordonnées. La surface se compose de deux 
nappes réunies par quatre points coniques et dont l'une est tout 
entière située à l'intérieur de l'autre. 

Elle est représentée, en perspective, dans la Jig, 9 : on a 

Fig. 9. 




ménagé une ouverture qui permet de voir la nappe intérieure. 



(') Ces figures sont empruntées au Traité de Géométrie de MM. Rouché et 
de Comberousse; Gauthier-Villars. 
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Od a représenté (Jig' lo) le corps solide ou noyau qui serait le- 

Fig. 10. 




couvert par la nappe intérieure seule, et {Jlg» ii) la section de 
la surface par un plan passant par les quatre points coniques. 

Fig. II. 




Cherchons entre quelles limites varient 5 et 5|. D'après la 
relation 

si nous coupons la surface par une sphère concentrique, tout le 
long de rintersection s reste constant, x^ y, z sont à des facteurs 
constants près égaux à e/|, Ci, 5i; Tintersection est une biquadra- 
tique. Le carré du rayon de la sphère peut élre représenté par 

Pour que la sphère rencontre la surface, il faut que p^ soit 
positif et compris entre a^ et y^ : s^ doit donc être positif et com- 
pris entre o et-r^* 

A. ET L. 12 
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Quand s^ varie de o à i , la biquadralique formée de deux ovales 
séparées par le plan yOz décrit la nappe inlérieure de la surface. 

Quand 5* varie de i à rj la biquadralique formée de deux ovales 

séparées par le plan x Oy décrit la nappe extérieure. 
De même, diaprés la relation 

a»ar»4- pV' + Y' -«' — «' P* = «'(ï*—P*)5î» 

on voit que 5J varie entre o et ^^ A une valeur donnée de St 

correspondent des points situés sur une biquadratique; quand 5^ 
varie de o à i la biquadratique formée de deux ovales séparées 

par xOy décrit la nappe inlérieure; quand 5J varie de 1 à 7^ la 

biquadratique formée de deux ovales séparées par yOz décrit la 
nappe extérieure. 

On déduit aisément de ce qui précède le moyen de déterminer 
la nature des arguments qui correspondent à un point pris sur 
l'une des nappes de la surface et la position du chemin décrit par 
le point M d'arguments u et ç, quand on fait varier un seul de ces 
arguments. 

Prenons, par exemple, un point Mo sur la nappe intérieure et 
dans le trièdre des coordonnées positives; l'un des systèmes d'ar- 
guments correspondants sera formé de deux valeurs réelles Uqj Vq 
telles que l'on ait 

o<Mo<K, o<i»o<L. 

Nous avons déjà remarqué que le même point est donné par les 
valeurs 

(2K — Uo, 2L — Vq) 

des arguments, et il est évident qu'on peut partir de Mo avec le 
système Wo> ^'0 et revenir au même point avec le système 
(2K — Moî 2L — t'o) en faisant varier successivement un seul des 
arguments. 

Voyons, en détail, comment se déplace le point M d'argu- 
ment Uf p, quand, u restant égal à Uq, v varie de Vq k 2L — Vq 
puis, quand, v restant égal à 2L — Vq^ u varie de Wo à 2K — u^. 
Pouf u = Woî on a une biquadratique formée de deux ovales que 
sépare le plan des yz. Comme nous ne considérons que des va- 
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leurs positives de Vj le point M restera sur l'ovale de droite; 
soit Ci* cette ovale. De même, pour i' = ç^o» on a une biquadratique 
formée de deux ovales séparées par le plan des xy. Le point M 
restera sur l'ovale située au-dessus de ce plan; soit C^ cette ovale. 
Cela posé, quand ç varie de Vo à L, puis de L à 2L — Vq^ le 
point M se déplace sur Cf^ depuis Mo jusqu'au point le plus haut 
de l'ovale, traverse le plan des zx et vient en MJj, symétrique 
de Mo par rapport à ce plan. Quand ensuite u varie de Uq à K, 
puis de K à 2 K — Mq, le point M se déplace sur C^ depuis M'^, jus- 
qu'au point de la courbe Cu située dans le plan zOx et dont Vx 
est positive, traverse le plan zOx et revient en M© (Jig' 12). 




Remarquons encore que les points de C^ ob la tangente est pa- 
rallèle à Oy sont sur le cercle 

OU plus exactement sur l'un des deux arcs de ce cercle qui appar- 
tiennent à la trace de la nappe intérieure; les points de C». où la 
tangente est parallèle à Oy sont sur l'ellipse 

ou mieux sur l'un des deux arcs de cette ellipse, qui appartiennent 
à la trace de la nappe intérieure. 

Pour un point de la nappe extérieure l'un des systèmes de va- 
leurs de Uj V est de la forme 

M = K -t-iV, t^ = L -i- ib', 



l8o CHAPITRE V. 

a' et V étant réels ; Tautre système est alors formé des valeurs con- 
juguées 

aK — u = K — ta', aL — p = L — ib\ 

On verra, comme dans le cas précédent, comment on peut 
passer d'une manière continue du premier système au second. 

Remarque. — Le fait qu'à un point donné correspondent 
deux systèmes distincts de valeurs de u et v^ donne lieu à une 
complication analogue, d'une certaine façon, à celle qu'on ren- 
contre dans l'étude des fonctions algébriques. La discussion pré- 
cédente montre comment on pourrait faire disparaître, en partie, 
cette complication, en considérant la surface des ondes comme 
formée de deux feuillets réunis suivant des lignes joignant deux 
des points coniques. 

m. — Pendule simple. Élastique plane. Corde a sauter. 
Mouvement a la Poinsot. 

125. Pendule simple. — Quoique la théorie du pendule simple 
se déduise comme cas particulier de celle du pendule sphérique 
que nous avons traitée à l'aide des fonctions p et c^, nous la 
reprenons ici à titre d'application des fonctions sn, en, dn. 

Fig. i3. 




Prenons un axe 0;î vertical et dirigé vers le haut, l'origine 
étant au point de suspension du pendule, et supposons le mobile 
lancé du point le plus bas Mo(2=: — /) avec une vitesse initiale v^\ 
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le théorème des forces vives donne 

ci 

p*=a£'(a — z) avec a= — /h — ^- • 

1^ Supposons d'abord que la droite ll{z = a) coupe le cercle 
en A, A', c'est-à-dire que l'on ait a < /, ou i'o< 2y//J. Le mou- 
vement consistera alors en oscillations isochrones entre A et A'. 
Prenons pour variable l'angle MoOM = 8. Nous avons 

^=— /cos6, a = — /cosa, 

en appelant a l'angle d'écart maximum MqOA. L'expression de la 

vitesse est 

__ ds _ Id^ 
^^dt'^'dt 

et l'équation des forces vives devient 

^'(5?) = ^^^(c^s6 — cosa), 
qu'on peut écrire 

d'où 



\/^ 



sin*- 
2 



Nous prendrons le signe + en supposant que le mobile monte. 
En comptant le temps à partir du moment où le mobile part 
de Mo et en posant 



. u .a 

sm- = usiii-> 
2 2 



on a 



^/^,= r ^ ^^^ (;t. = sm«î). 

On est ainsi ramené à une intégrale elliptique et l'équation ci- 
dessus résolue par rapport à u peut s'écrire 
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c'esl-à-dîre 



.0 .a 
sin - = sm - sn 
a 2 



('i/f)^ 



on obtient ainsi les coordonnées /sinO et /cosO du mobile en 
fonction uniforme du temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile à aller de Mo en A, il 
faut faire varier de o à a, c'est-à-dire ude o k i ; donc, en posant 

K=r'-— =i^_, 

on aura pour T la valeur Kl/- et la durée de Toscillation simple 

sera aKi/-- Si l'on ajoute cette quantité à t, le mobile doit 

prendre la position M' symétrique de M et sinQ doit changer de 
signe, ce qui fournit une vérification de la formule 

sii(a7-f- 2K) = — sna?. 

2° Il nous faut maintenant considérer le cas où la droite II ne 
rencontre pas le cercle, c'est-à-dire où l'on a a > /. L'équation 
des forces vives if^=2g(a — z) peut s'écrire 

/* ( 27 ) =a^(a4- /cosô) = 2^f a-h l — il sin* - j 
ou 

a/ 
en posant k^= . ; k^ est plus petit que i puisque a est plus 

grand que L En résolvant par rapport à dt^ posant 
et prenant « = sin - comme nouvelle variable, il vient 

^f^r" du 
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d'où, en résolvant par rapport à u, c'est-à-dire en faisant l'in- 



version 



On en déduit 



tt = sn(XO» sin - = sn(X/). 



cos- = /i — sn*(X/)= cn(Xf). 



2 



Le temps T que met le mobile à arriver au point le plus haut 
s'obtient en faisant varier 6 de o à 't:, c'est-à-dire i/ de o à i ; il est 

donc Y* 

3° U reste enfin à traiter le cas intermédiaire où la droite II 
serait tangente à la circonférence donnée : a= L On peut alors 
effectuer les intégrations à l'aide de fonctions exponentielles (cas 
de dégénérescence), car le module k des fonctions elliptiques 
précédentes devient égal à i. Revenons, en effet, à l'équation 
des forces vives i^^= 2g{a — z)^ nous l'écrirons 



/î ^^ y = !i^(/ 4- / côse) = 4^1 cos» ^ , 

et, en intégrant, 

y^. = logtang(«--H|). 

La constante d'intégration est nulle puisque t doit s'annuler 
avec B. Lorsque t croît indéfiniment, tend en croissant vers la 
limite ic; le mobile s'approche indéfiniment du point le plus haut 
sans jamais l'atteindre. On a alors 



1 ~~ 



SID - = -rr rr» COS - = -^, 77» 



X étant égal à 4/1 . 



Remarque sur t interprétation de la période imaginaire 
7.iYJ, — Plaçons-nous, pour simplifier, dans le premier cas (i®), 
où le pendule oscille entre les points A et A'. Supposons que la 
pesanteur change de sens et que le pendule oscille sur l'arc supé- 
rieur AzA', entre les mêmes points A et A'. Pour avoir les for- 
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mules relatives à ce nouveau mouvement, il suffit de changer, 
dans les formules du premier cas (i**), a en i: — a et, par suite, de 

remplacer le module A: = sin - par son complémentaire A-'= cos - • 

Les fonctions elliptiques qui donnent le nouveau mouvement 
sont donc construites avec le module complémentaire de k et, en 

particulier, la durée de la nouvelle oscillation simple est 2,¥Ji/ — 
{Comptes rendus, t. LXXXVII, p. 1074). 

^126. Élastique plane sans pression. — Nous avons déjà vu 
(n®68) que le problème de l'élastique gauche conduit aux mêmes 
équations que l'étude du mouvement d'un corps pesant de révo- 
lution, suspendu par un point de son axe. 

En particulier, le problème de l'élastique plane sans pression 
conduit aux mêmes équations que l'étude du mouvement d'un 
pendule simple. C'est ce que nous allons montrer rapidement. 

Imaginons une tige élastique dont la fibre moyenne affecte à 
l'étal naturel, la forme d'une courbe plane connue Co et soit po 

Fig. 14. 




la valeur du rayon de courbure en un point M de cette courbe. 
Supposons ensuite qu'on déforme la tige en faisant agir sur elle 
des forces quelconques, mais de telle façon que la fibre moyenne 
reste plane et prenne une nouvelle forme G. Le rayon de courbure 
en M devient alors p. Dans cette position d'équilibre contraint, 
les forces élastiques sont déterminées d'après les lois suivantes : 
Si l'on coupait la tige en M, pour maintenir l'équilibre il 
faudrait appliquer à la section en M une force T dans le plan de 
la courbe G et un couple dont l'axe est perpendiculaire à ce plan 
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et dont le moment N est proportionnel à la variation de la cour- 
bure : 

P Po 

\P Po/ 

B désignant un coefficient constant qui dépend de la nature de 
la tige. 

Nous traiterons ici le cas simple où la tige est primitivement 

rectiligne, — = o, et où l'on fait agir seulement sur ses extré- 
mités M| et Ma deux forces T| et Ta situées dans le plan de la 
courbe d'équilibre et deux couples N| et N2 ayant leurs axes nor- 
maux à ce plan. Les deux forces T, et Tj sont égales et opposées, 
car les seules forces extérieures appliquées à la tige en équilibre 
étant les forces T| et T2 et les couples N| et Na, la somme des 
projections de ces forces sur un axe quelconque doit être nulle. 
Les forces T| et Ta forment alors un couple qui fait équilibre 
aux couples N| et Na. 

Prenons pour axe Ox une droite parallèle à T| et Ta. Soit M 
un point quelconque de la fibre moyenne : si la tige était coupée 
en M la partie M| M serait en équilibre sous l'action des forces 
extérieures suivantes : 1° la force T| et le couple N| agissant sur 
l'extrémité M<; 2® une force T et un couple N agissant sur M; le 
couple N a pour moment 

P 

I 

puisque nous supposons — = o. 

Ces forces extérieures appliquées à l'arc M<M se font équilibre. 
Donc, T est égal et opposé à T|. En outre, la somme des mo- 
ments de toutes les forces extérieures, par rapport à un point du 
plan doit être nulle. En prenant la somme des moments par 
rapport à O, nous avons 

T,j'i~Tj^-N,-4-N = o, 
d'où, en remplaçant T par T| et N par - , une équation de la forme 
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c^ désignant une constante positive et b une autre constante. On 
peut toujours déplacer Taxe des x parallèlement à lui-même de 
façon à faire disparaître cette dernière constante et à ramener 
ainsi l'équation de la courbe à la forme 

Nous allons montrer que, lorsqu'un point décrit la courbe élas- 
tique avec une vitesse constante, la normale en ce point oscille 
comme un pendule autour de la perpendiculaire abaissée de ce 
point sur la ligne d'action des forces T, c'est-à-dire sur Oj: (* ). 

Soit, en effet, 6 l'angle de la normale en M avec cette perpendi- 
culaire ; si le point mobile se déplace de ds la normale tourne de 
l'angle e/B et Ton a 

î^ = 1 = Z 
ds p c* ' 

d'où, par différentiation, 

dn i dy I . . 

Si l'on pose - =i/j^, on retrouve l'équation du mouvement 
pendulaire 

Pour intégrer l'équation (i), multiplions les deux membres 
par -j- et intégrons : il vient 



(S)'=â('="«^'^)' 



|JL désignant une constante arbitraire. On a alors 
^= — = c^-T- = c/2(cosO •+• |X). 

Trois cas sont à distinguer, correspondant aux trois cas ren- 
contrés dans le pendule simple, suivant que |x est compris entre 
— i et -i- I , supérieur à i , ou égal à i . 



( « ) Comparer à Greenhill, Fonctions elliptiques. 
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Premier cas. — Dans le premier cas on peut poser 

(x = — cosa. 

L'angle varie de — a à -j-a; la courbure et l'ordonnée y 
s'annulent pour B = a. 

On a ainsi la forme de la courbe (Jiff^ i4) I)« Les points cor- 
respondant à 9=:d:a sont les points B et B'. Cette forme de 
courbe correspond au mouvement oscillatoire du pendule. 

On a trouvé dans ce cas, pour le pendule, 



sin - = Arsn^ 

2 



^r 



avec k = sm-- On a donc actuellement par le même calcul, en 
faisant^ = ^l/f> 



. , « 0.5 

sin- = Asn-> cos-=dn-> 
2 c 2 c 



I a^ / . ,a . , 6 ik s 
- = -1/ sin* sm*- = — en- > 

p c V 2 ICC 

y = — = 2 ATC en - • 

p c 

Calculons enfin x en fonction de s^ on a 

-7- = eos6 = 1 — 2sin* - = i — 2A*sn*-« 
as 2 c 



D'où, en intégrant de o à 5 et se rappelant la formule du n° 100 



a? = s I — 2^-H: -t- î^c — ^ 
^(0 



Deuxième cas, — Si l'on a fx > i, 8 peut varier de o à 2iî :^ 
et i ne s'annulent jamais; la courbe a la forme II de l^Jiff» i4- 



l88 CHAPITRE V. 

Ce cas correspond au mouvement révolutif du pendule. On 
achèverait le calcul comme dans le cas précédent, en employant 
les mêmes transformations que pour le mouvement révolutif du 
pendule simple. 

Troisième cas. — Si [jl = i, on se trouve dans un cas de dégé- 
nérescence. On a alors 



( 



— V= Acos»- 
ds / ^ c* 2' 



as a 



c 

cos - 

'2 



i=Logtang(| + |), 



tang 



y = accos- = — 



a 



dx = cos6 cfe = ( a cos* ijds = 2c cos -^ — ds, 



a a 



a: = acsin 5 = ac - 

a 



£ 



La courbe est alors asymptote à l'axe O^, comme on le voit en 
faisant tendre B vers ±: ir, et 5 vers ±: oc. 

127. Corde à sauter. — Imaginons une corde homogène dont 
on tient les deux extrémités et qu'on fait tourner très vite autour 
de la droite joignant ces deux extrémités. On peut alors négliger 
l'action de la pesanteur sur les divers éléments de la corde et 
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou- 
vement. Par rapport à un système d'axes tournant avec la corde, 
cette figure permanente est une position d'équilibre relatif. 
D'après la théorie de l'équilibre relatif, on doit exprimer qu'il y 
a équilibre entre les forces agissant réellement sur chaque élé- 
ment de la corde et les forces centrifuges. 

La force centrifuge agissant sur un élément de masse m est 
perpendiculaire à l'axe de rotation et répulsive; elle a pour inten- 
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sifé mco'r, co désignant la vitesse angulaire constante de la rota- 
tion et r la distance de Télément m à l'axe. 

En prenant l'axe de rotation pour axe Ox^ on est donc ramené 
à un problème sur l'équilibre des fils que Ton peut énoncer ainsi : 

Un fil est attaché en deux points de Uaxe Ox et chaque 
élément du fil est repoussé par l'axe proportionnellement à sa 
longueur et à sa distance à l^axe. 

Toutes les forces qui agissent sur le fil rencontrant l'axe Ox^ le 
moment de la tension par rapport à cet axe est constant tout le 
long du fil; mais, comme le fil est attaché en deux points de l'axe, 
le moment de la tension aux extrémités est nul; ce moment est 
donc constamment nul et l'on a 

r^/ dz dy\ 

d'où 

dy dz 

= o, yzzzmz. 

y z ' -^ 

m étant une constante. La figure d'équilibre est donc dans un plan 
passant par l'axe Ox. Prenons ce plan pour plan des xy^ la force 
agissant sur l'élément ds est perpendiculaire à Ox^ répulsive et 
proportionnelle à l'ordonnée y 

Y ds = \iy ds. 
Les équations d'équilibre sont donc 

la première donne T-j- = A, où l'on peut toujours supposer A 

positif en comptant les arcs s dans un sens tel que x croisse 
avec s; en portant cette valeur de T dans la deuxième équation et 
posant 

rfa? -^ ' A a* r y y 



on a l'équation 



ydy ^ oydy ^^ 



igo 

et en intégrant 
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/ 75 y' ^* 



b^ désignant une constante nécessairement positive puisque le 
premier membre est positif. Isolant le radical, élevant au carré et 

remettant pour y' sa valeur -^» on a 



dx=± 



v/(6* — ^*)*—a* 



Comme le fil est attaché à Taxe Ox^ l'équation doit donner une 
valeur réelle pour y' quand y = o^ donc b^'^a^. En désignant 
par ff{y)y le polynôme bicarré placé sous le radical, on a 



y partant de zéro ne peut varier qu'entre — y/é' — a^ et -+-\/b^ — a*. 
Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attaché en O 
i^g' i5) et qu'il soit situé dans l'angle yOx : alors x croît 

Fig. i5. 




* A, 



dx 



d'abord avec y y ^ est positif, et l'on a 

(C) x=r 



^ g» dy 



y croissant, x croît, jusqu'à ce que y = \Jb^ — a'^\ x atteint alors 
la valeur 



5 






on a ainsi la branche 0A| ; la tangente en A| est horizontale. A 
partir de cette valeur, y décroît et, pour que x continue à croître, 
il faut prendre le signe — devant ^^{y) : on a ainsi une nouvelle 
branche A4 M| Oj symétrique de la première OMA| par rapport a 
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l'ordonnée AiB,, car à des variations égales de y correspondent 
des variations égales de x. Pour jk=o on obtient le point Oi 
d'abscisse 2Ç; puis, y devenant négatif peut décroître jusqu'à la 
valeur — ^6* — a^, l'abscisse croît toujours jusqu'à la valeur 3Ç, 
ce qui donne le point A2, où la tangente est horizontale. Ensuite^ 
augmente de nouveau de — y/6* — a* à H-y/ft* — a^; il fauL prendre, 
à partir de K^^ le signe + devant le radical, et l'on obtient 
l'arc A2O2A3 coupant l'axe au point O2 d'abscisse 45> etc. Les 
branches de courbe ainsi obtenues successivement sont toutes 
égales à la première. La courbe est donc analogue à une si- 
nusoïde. 

Intégrons les équations par les fonctions elliptiques. Faisons 
dans l'équation (C) de la courbe 



elle prend la forme suivante : 

dt 






d'où 

ar/a /rr z x^% 

'='"-^' ^ = /6«-a«8n-^. 

Ainsi la courbe donne la représentation graphique de la varia- 
tion de la fonction sn. 

La difTérentielle ds de l'arc de courbe est 



en faisant dans cette formule la substitution (i) ci-dessus, on 
trouve pour l'abscisse \ du point Af et la longueur X de l'arc 0A| 
les deux expressions 



(^) 



car le point A| s'obtient en faisant / = i . 



igt» CHAPITRB V. 

Quand X et Ç sont donnés (X étant supérieur à \, car Tare 0A| 
est supérieur à sa projection 0B|), les constantes a et k^ ont un 
seul système de valeurs, sous la condition k^<i\. En effet, en 
calculant X — Ç et X -f- 5, on trouve 



(" rrl-*'- 






Pour A*^= o, le rapport du second membre est nul; k^ augmen- 
tant, le numérateur augmente évidemment et le dénominateur 
diminue, donc le rapport augmente et pour A:^=i le rapport 
est I . Ce rapport passe donc une fois et une seule fois par la va- 
leur donnée 5-— |' La constante k'^ a donc une valeur et une 
seule; Fexpression (2) de Ç donne alors pour a une seule va- 



1 î/ï 
leur ^'^ 



Détermination des constantes. — Le fil ayant une longueur 
donnée / et étant attaché au point O et au point O' de Taxe Ox 
d'abscisse a, il y a une infinité de cas possibles. 

I** Le fil n'a qu'une seule onde entre O et O' (Jig' 16). Alors Ç 

Fig. 16. 




est la moitié de a, X la moitié de /. Les quantités i et X étant 
connues,/ la constante k^ a une seule valeur donnée par l'équa- 

tion(3); puis a= -^• 

2° Le fil a deux ondes entre O et O'. Alors Ç = 7, X = 7 ; A* a 

4 4 

la même valeur que dans le cas précédent, car y~t ^^^ ^^ même 

/ — a . dyiL 

^^; ensuite a = j^,.... 
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En £:énéral, si le Gl a /i ondes enlre O et O', ^= ■ — , X == — , 

^ ' ' 2/1 -2/1 

/»- a toujours la même valeur, mais a = — zr-n* 
J ' 2 n K A: 

Il y a donc une infinité de positions d'équilibre qui sont toutes 

homothétiques de la première par rapport à O, les rapports 

d'homothétie étant ->;:,•-•>-• 
•2 3 n 

128. MouTements à la Poinsot. — Étudions le mouvement 
d'un solide autour d'un point fixe O, dans le cas où les forces ont 
une résultante unique passant par le point O. 

En prenant pour axes liés au corps les trois axes principaux 
d'inertie relatifs au point O, Qxyz^ on a, pour déterminer les 
composantes/?, q, r de la rotation instantanée suivant ces axes, 
les trois équations suivantes, dans lesquelles A, B, C sont les 
moments d'inertie principaux (A^B^G), D et |x des con- 
stantes arbitraires (^), 

j Bj?-i-(A-G)/>r=o. 

Nous tirerons p et /• des deux premières équations et, en les 
portant dans la troisième, nous aurons une équation différentielle 
du premier ordre en q. L'élimination de r entre les deux pre- 
mières équations donne 

A/>«(A — G)-T-B^«(B-C) = D(D — C)[JL«. 

D'après les grandeurs relatives de A, B, C, on voit que la diffé- 
rence D — G est essentiellement positive : elle ne pourrait être 
nulle que si les valeurs initiales po et q^ de p et q étaient nulles. 
De l'équation ci-dessus Ton tire 

B^B-C) 
^ A(A-C)^-^ ^ ^' 
en posant 

•^ ^ B(B-C)' 
(•) Voir AvvKLL, Traité de Mécanique^ t. II, p. 199. 

A. ET L. l'A 
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on aurait par un calcul semblable 

/ N • B(A-B), , ,^ , D(A-D) 

le bînome A — D étant essentiellement positif et ne pouvant être 
nul que si q^ et Vq sont nuls. 

Pour que p et r restent réels, il faut que q^ reste inférieur à la 
plus petite des deux quantités /^ et g^; pour reconnaître cette 
quantité, formons la différence g^ — /^ : 

^ J l^ B(B — C)(A--B) 

Le signe de g- — /^ est donc celui de B — D, signe connu par 
les conditions initiales. 

Pour fixer les idées, nous supposerons 

B-D>o, ^*>/». 

La variable q doit alors varier entre — /et -j-/ : donc r ne 
s^annule jamais et conserve toujours le même signe, signe connu 
par la valeur initiale Fq : nous supposerons r > o. Au contraire, 

/) s'annule toutes les fois que q = nb/; quand q augmente, -^ est 

positif, la troisième des équations (i) montre que p est alors 
négatif; quand q diminue,/? est positif. Ces considérations fixent 
à chaque instant les signes à prendre devant les radicaux qui 
donnent p et /• en fonction de q. 

En portant ces valeurs de p et r dans la troisième des équa- 
tions (i), on trouve 



dq_/K± 



^^y"^'V (7-^v-)(i-'-^'), 



AG 



où le radical est pris positivement tant que q augmente, jusqu'au 
moment où q atteint la valeur +/; puis, q décroissant de -h/ à 
— y, le radical doit être pris négativement, et ainsi de suite. 

On voit que t est donné en fonction de q par une intégrale que 
nous ramènerons à la forme considérée dans le Chapitre pré- 
cédent, en posant 

^^f, /«_(A-B)(D-C) 
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Nous aurons ainsi, en résolvant par rapport à dt et intégrant, 



J^ v/(i-s*)(i-A-*s«) 
où n désigne la constante positive 



/i = ix^ 



D(A — D)(B — G) 



ABC 



et Iq une nouvelle constante arbitraire, représentant l'époque 
où q s'annule en croissant. Le module k^ est moindre que i 
puisque g^^f^y il est égal au rapport anharmonique de A, B, 
D, C. 

Ces formules donnent/?, q, r en fonctions uniformes du temps. 
En effet, en posant, pour abréger, 

l'inversion de l'intégrale elliptique donne 

5 = sot; 

,.., ) . /B^"^:rc) , ^ /D(D-C) 

où [JL est positif et où e', e" sont égaux à dz i . 

D'après les propriétés des fonctions sn, en, dn, ces formules 
montrent que p et q s'annulent périodiquement, tandis que r ne 
s'annule jamais. 

Si nous supposons Tq^^o, r reste constamment positif et il faut 
prendre e"=:H-i. Alors, d'après la troisième équation (i), on 

voit immédiatement que ^ et/? doivent être de signes contraires, 

ce qui, d'après la formule 

— , — • = cnt doT, 

montre que ê'= — i . 

Les valeurs de p, q, r sont des fonctions périodiques de t et 
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adinetlent la période 

Quand le temps augmente de cette quantité, p, q, r reprennent 
les mêmes valeurs; Taxe instantané de rotation reprend alors sa 
position primitive dans le corps, mais non dans Tespace, comme 
nous le verrons plus loin. 

Il faut maintenant calculer les trois angles d'Euler en fonction 
du temps. Pour simplifier le calcul, nous supposerons qu'on ait 

Fig. 17. 




pris pour axe des z^ la direction invariable de Taxe Ocr du mo- 
ment résultant des quantités de mouvement. Ecrivons que les 
projections du segment 0<t= l sur les axes mobiles sont respec- 
tivement A/?, By, Cr, nous aurons 

I/sin6 sino = Ajo, 
/sinô cos^ = B^, 
/cos6 = Cr: 

car les cosinus y, y', y" des angles de Ox, Oj^, Oz avec Ozt sont 
sinBsin^y sinOcos^ et cosO. Ces équations donnent, sans inté- 
gration, 6 et o en fonction de /?, q^ r et, par suite, en fonction 
de t. 

Calcul de Vangle de précession i/. — On a, d'après les équa- 
tions du mouvement, 

Remplaçons, dans cette expression, p el q par leurs valeurs (3) 
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€t cn^Tpar i — sh^t; nous avons 

^ _ [^ (B — G) — (B — A)sn«T 
riT ~ "TT A(B — G)— G(B — A)sn«x' 

ce qu'on peut encore écrire, en efl'ecluant la division, 

d^ _IlD |xD (G — A)(B — G) 

dz "" nC '^ nC A(B — G) — G(B — A) sn«x' 

Pour mettre en évidence les pôles de la fonction doublement 
périodique du second membre, déterminons un argument con- 
stant ic vérifiant la relation 

A(B-G) 



(3) 



G(B-À)' 



comme A > B, la valeur de sn ic est purement imaginaire : on 
peut donc prendre, pour l'argument ic, une valeur purement ima- 
ginaire, et, par suite, pour c, une valeur réelle. Nous pourrons 
alors écrire 

d^ _ fiD (xD (G — A)(B — G) I 



d-z nC nC G(B — A) sn^ic — sn^'z 

D'après les relations élémentaires qui lient les fonctions sn, en, 
dn d'un même argument, on tire de (5) 

B(A-G) , ,. D(A-G) 

G(A — B) C(A — Dj 

Extrayant les racines carrées et tenant compte de la valeur de n, 

on trouve 

. . ... jiD (G — A)rB— G) 
/iLi Li(15 — A) 

Il faudrait mettre un double signe devant le deuxième membre, 
mais, comme on peut changer le signe de îc sans que les relations 
antérieures soient changées, on peut toujours prendre le signe -h 

devant le second membre. L'équation qui donne -~ s'écrit alors 

d'b ixD i snic en ic an ic 
dt iiL sn'tc— -sii*x 

Cette expression est maintenant aisée à intégrer : il suffit pour 
cela de décomposer le second membre en éléments simples. Or, 
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nous avons établi, dans le n° 100, la formule 

— - =Z(m — a) — Z(M-4-a)-^2"-— -. 

sn*a — sn*a ^(«) 

On a donc, en faisant a^=ic^ 11 = ':^ et désignant par A la 
constante réelle ^ — i ' ) . y 

c^T "" â H{ic — -ï) "^ 2 H(ic-4-'r)' 

Intégrant et supposant les axes choisis de telle façon que 6 
s^annule avec t, on a enfin 

(7) 4/ = Xt -t- - ioff rr^^ -' 

Les trois angles 0, (p, ^ sont ainsi exprimés en fonction du 
lempsy et Ton peut déterminer la position du corps à un instant 
quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s^exprimenl 
par des fonctions du temps qui sont ou uniformes ou racines 
carrées de fonctions uniformes. Mais il est très remarquable, 
comme Ta montré Jacobi, que les neuf cosinus a, ^, y, a', P', y'y 
a'', p^', y'' sontdes fonctions uniformes du temps. Ce résultat peut 
s^établir comme il suit. Les formules (4) donnent déjà y, y', y 
en fonction uniforme de t. On en conclut 

ou, en remplaçant/?^ et q^ par leurs valeurs, 



""^ = V/ D(A-G)(B-G) i/^"'^"C(B^:rÂ)' 

D'après l'expression du module Â'^ et les formules définissant 
sn^/c, cn^ic, dn^/c, on peut écrire 

sifiO = -i — :-i/sn*x — su* te. 
anic 

Mais on a obtenu la formule (n** 100) 

e«(o) H(a~u)U(a-^u) 
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en y remplaçant a par t et ii par iCy et remarquant que, par défi- 

1 . e(o) 6i(ic) ^ /7 H,(o) 

tion, dnic = -^ ' . / et vk = ——t' ^n trouve 

H,(o) 



D'autre part, l'expression (7) donne 



donc 



y H(t-+-«c) 
., . ^ iH,(o) H(T — ïc) .. 

e,(ic; e(T) 

A Taide de ces expressions on forme facilement les valeurs des 
cosinus a, a', a", p, ^', ^", en fonctions du temps. Il suffit de 
partir des formules donnant ces cosinus eu fonction des angles 
d'Euler et d'y remplacer ensuite les angles d'Euler par leurs va- 
leurs en fonction de t. 

Nous trouverons plus loin ces mêmes cosinus par une autre 
voie. 

Cas de dégénérescence. — La valeur du module est donnée par 

(A -B)(D- C) 
(B'-C)(A- Dr 

Ce module est nul quand A=:B, c'est-à-dire quand l'ellipsoïde 
d'inertie est de révolution. Les fonctions elliptiques deviennent 
alors des fonctions circulaires. 

Le module est égal à ï unité quand D = B : dans ce cas les 
angles 6, o, à et les neuf cosinus s'expriment comme il suit : la 

fonction 5=snT devient ou — i tangiT, et les fonctions cnT 



et dnT se réduisent à i/'i — 5^ ou à -• En introduisant un ar- 

' cosix 

gument purement imaginaire ic défini par la relation (5), c'est- 
à-dire 

j _ A( B-C) 1 _ B(A — G ) 

lang c---^^^^_^^» ^^^^,^ - C(A-B)' 
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on remplacera la formule (6) par 

d^ fiB lan^c i 

dz ~ nC cos'c langue — tang'iT 

qui donne, en intégrant et désignant par), la constante ^ -i-langc, 

tL = AT Lop -.-- r-^ • 

a sin(c — iz) 

On déduit de là les expressions des neuf cosinus. 

129. Herpolhodie. — Dans la représentation du mouvement, 
d'après Poinsot, la polhodie est une courbe algébrique ; cherchons 
les équations de V herpolhodie ou lieu du pôle ni sur le plan 
fixe («). 

En appelant x, y^ z les coordonnées du pôle m par rapport aux 

axes principaux d'inertie Oxyz^ on a, puisque le rapport -^ — est 
constant et égal à yjh on [jl y/D, 

^^^ X y z Orn '^ 

Comme/?, y, r sont des fonctions elliptiques de /, il en est de 
même de x, r, z. Les équations d'Euler, dans lesquelles on rem- 
place />, çr, /• par arjJiy/D, r ay/D, ;î[JLy/D, donnent 

(lo) A^H-fi/D(C — B)r5 = o, B^-^|JL/D(A — C)5JT=o 

Appelons P la projection du point O sur le plan fixe II, qui 
contient l'herpolhodie, et désignons par p et y^ les coordonnées 
polaires d'un point m de la courbe rapportée au point P. Comme 

on a les équations suivantes 



dO 



j A :r'-HB x^- C z^ = i, 



(') Voir AiTELL, Mécanique, l. Il, p. m* el suivanle<«. 
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dont la première exprime que Om =Pm + OP , et dont les 
dernières sont les équations de la polhodie. Résolvant ces équa- 
tions par rapport à ^^,^^, ^^, on a, en posant 



et 



A = (A-B)(B-C)(C — A) 



(B-D)(C-D) ^_ (C-D)(A-D) 



BGD 



CAD 



(A-£)(B^-D) 
' ABD 



iix) 



l , BC(C-B), , ^ , GA(A-C), , ,^ 

, AB(B A . , 



Fig. .8. 




Nous avons supposé A>'B>C et D compris entre Bet C; alors A 
est négatif, et Ton a a>o, 6>o, c<;o. Donc s* est essentielle- 
ment positif et ne s'annule jamais, ce qui est d'accord avec le fait 
que r ne s'annule jamais. Pour que x- eiy^ soient positifs, il faut 
que p^ — a soit positif et p* — b négatif : p^ oscille donc entre a 
et b. Ainsi le rayon vecteur de Therpolbodie oscille entre un mi- 
nimum ^a et un maximum y/è. En diflerenliant la première des 
équations (i i), on a 



^ dt 



dx 



'^Si^yir,-^-' 



.il 

dt 



di 
dt' 



ou, en tenant compte des équations (lo) 
dû -=- /B — C C — A 



A — ^ \ _ v-^ ^^ ^y^ 

ÂBG^^ 



ï-)=- 
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cette équation donne enfin, en remplaçant x, y, z par leurs va- 
leurs (la), 

(i3) pg = ti/D/'-^p*-a)(p«^67(^^^), 

équation qui permettrait de retrouver p^ en fonction de t par une 
fonction elliptique; cette expression de p^ en fonction de t nous 
est déjà connue, puisque x, y^ z sont des fonctions elliptiques 
def. 

En appelant y^ Tangle polaire que fait le rayon Pm de Therpol- 
hodie avec une direction fixe, on obtient ensuite Téquation 

(M) p«J^ = Ii(p«+E), 

^ c j' • 1 . . (A-D)(B — D)(C — D) , . . ,. 
ou hi désigne la constante — ^^^^ -^ c est-a-dire 

— y/ — abc\S. 

Les deux relations (i3) et (i4) donnent p et ^^ en fonction du 
temps. L'élimination de dt fournit Téquation différentielle de 
rherpolhodie 

(i5) df^- ^ > , 

p/D/-(pî-a)(p*-6)(p»-c) 

qui donne '^ par une quadrature. 
Ceci posé, nous allons vérifier que 

p c*"^ = p cos 5^ -H i p si n y , 

s'exprime en fonction uniforme du temps. On a d'abord immé- 
diatement p'-* en remplaçant, dans l'équation (12), 

y'^ par sa valeur en fonction du temps 



On trouve ainsi 






.1- (D-G)(A-D) __ (A ~B)(D~ C) ^ 
' ~ CAD " ABC '^" '' 
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OU bien 

(A-BKD-C) , , , . 

P = ÂBG (»n»t-sn«.), 

en posant 

(A-D)B 

Les relations 

1 , I., • 1., (A -BKD-C) 

cn«i^ = i — sn«P, dii^v = i — k*sn*v, k^ = t^ZIT cuX — D) 

donnent cn^^ et dnt'. Rapprochons les trois résultats suivants 

B(A-D) , A(B-D) , , G(B-D) 

D(A — B) D(A — B) D(B — G) 

Pour obtenir'^ nous partirons de l'égalité (i4) qui donne 

et, en remplaçant p^ par sa valeur en fonction de t et dt par —d-: 

ff>C ^ 1^ ^ ff >< (A -D)(B -D) 1 

dz n n D(A — B) sn*T: — sn*!*' 

Décomposons le second membre en éléments simples en nous 
servant de la formule 

2 snccnt; dni> _ ô'(<^) H'(*' — *:) }l'(v-^'z) 
sn^v — sn^z ~~ B{vj H(f— t) H ( t^ -t- t ) ' 

Nous déduirons d'abord des valeurs de snt^, cnt^, dnt' et n la 
relation 

, t 1 î ^^ r(A-D)(B-D)p 

et nous pourrons ensuite écrire 

dy IX I snt'cni^dnp 

-p = ^ -H T — r r-, 

dz n i sii*x — sn*i; 

puis 

.dx _ .|x eV) H 7t — t>) _ H'jTj-^) 
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On déduit de là 

V désignant une constante arbitraire. 
D'autre part, on a 

ou, d'après une formule déjà rappelée, 

, ^ _ ( A - - B)(D - G) e»(o) ihkt — ^)J^ (jjti:! 
P""" ABC " k eH^)e'*"(T:) 

On voit alors que p'^e-^'Z est le carré d'une fonction uniforme et 
Ton obtient 






e(x) 
en posant 

j^,,^_(A — B)(D--C) e«(o) _ X*»/i« e»(o) 



ABC A-en»') D|i« >te«(t')' 

la quantité y/A' 8(0) est égale à n'(o), comme il résulte de ce que 
la limite de est i pour w == o : on a donc 



^ ^ in U'(o) 



de sorte que, en définitive, l'herpolhodie est définie par l'équa- 



tion 

in 



p e'"A = 



H'(o) H(T -(.) /! -TT^ë^l- 



ix/D e(>) e(T) 



En se reportant aux valeurs de sn^r, cn^i.', dn^i; en fonction 
des données, on voit que l'on a 

i< sn*i'< ^. 

D'après cela v — R est purement imaginaire. Cette remarque 
nous conduit à poser 

V - K = aj 
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et à remplacer (^ parcelle valeur dans l'équalîon de l'herpolhodie. 
Cette équation devient 



p& 






a est purement imaginaire et X est réel, v est une conslante arbi- 
traire réelle. 

130. Vitesses de rotation autour des axes fixes. — Un point m 
de rherpolhoïde et Fextrémité co de la rotation instantanée sont 
en ligne droite avec le point fixe O et l'on a vu qu'on a 

o) = Om^/t, où v^A = fji\/D, 

Si donc, on appelle px et q^ les projections de la vitesse angu- 
laire sur les axes fixes Oxx^ ^y\y O" ^wvdL^ 

ou bien 

. H'(o) Hi(T-a) .... 

P^ -^ '^« = - '^ e7(^) e(.) ^'''"^^- 

C'est à un changement de notation près la formule donnée par 
M. Hermite (Sur quelques applications des fonctions ellip- 
tiques, p. 35). L'argument w qui figure dans la formule de 
M. Hermite et l'argument a employé ici sont liés par la relation 

a = 10 H- iK'. 

131. Les neuf cosinus déduits de Téquation de l'herpoUiodie* 
— Comme on l'a déjà remarqué (n° 128), Ap, Bq, Cr sont les 
projections du segment Oo-= /=: Djjl sur les axes mobiles. On a 
donc 



d'où 



ï ï ï 



. r» n ^. /B(D — C) 



r— . -V^^l 
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Nous allons d'abord exprimer P, Q et R en fonction de Targu- 
ment v qui figure dans Téquation de Therpolliodie. On a 

Q* = iTTA- -B) ^ (B"=GJ(X^ D) = ^" ^"'^'' 
puis l'identité 

P« cn«T -H Q* sn«T -+- R« dn»': = i , 

où Ton fait successivement cn^':= o et dn^T = o, fait connaître R 
et P; on trouve ainsi 

ik , . , dnt', 
Y =— jjcnpcnt, •^^k%iiv%ïi'z, 7= p-dnt, 

ou bien 

'^ ' eci'jecT)"' ^ e(t')e(x)' ^ e(i»)e(x)' 

et, en posant 

i^ - K = a, 

de sorte que (n** 129) a est purement imaginaire 

_ . H(q)H,(T) ,_ Hi(a)H(T) ,^ e(a)ei(T) 

^ *e,(a)e(T)' ^ ei(a)e(x)' ^ e,(a)e(T)' 

Pour calculer les autres cosinus nous prendrons comme in- 
connues 

a-f-ip. a'-f-ip', a'-hi?'. 

Entre ces inconnues, on a les équations linéaires 

(a -+- 1 3)/> 4- (a' -H i^')q -\- (a' -h tP')r = /?i -t- iqù 
des deux premières, on déduit 

r *^ ' Y* — I 

a'-4-«a' = (a-f-iB)nl±iï! 
^ "^ Y*— I 

et, en portant ces valeurs dans la dernière équation, 
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Si l'on lient compte des égalités 

l 
on peut écrire cette équation 

Il reste à exprimer en fonction de a les quantités 
on peut le faire en se servant des relations suivantes 



y D \ OR .snt^diîP 

V G B 

_ . U(v)6i{v) _ .H ,(a)e(a )^ 
""^'H,(i;)e(i;) " 'H{a)e,(a";' 
on a ainsi 



'U A/ ""*H(a)e,(«)' 
H(a)e,(a) 



'(é-i) 



i/t ■ 



H,(a)e(a) 

^_ Ur(a)S(a ) ïh(z)e('z)-hH(a)ei(a)U('z)S i('c) 

Si l'on divise les deux termes de cette fraction par 0-(a)0^(T) 
et si Ton y introduit les fonctions sn, en, dn, elle devient, à un 
facteur constant près, égale à cn(T — a) : sa valeur exacte est 

e(o)H|(o)Hi(T~ a) 

"" eî(o)e(x-a) '' 
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et l'égalité qui définit a -f- i ^ peut s'écrire 

'*^' ' '^^ eî(o)e(T~a) P'-^ ^' ei(a) e(T) 

En supprimant les facteurs communs, et remarquant que 

H'(o) ^ H,(o) . , . - .1^/7 r 

~-T et ^ \ , sont deux quantités égales a v'A*, on a enhn 

e (o) ôi(o) ^ D V » 

'^''' e,(a)e(^) 

et l'on en déduit a'+ ip', a"+ 1 p". 

Réunissons les valeurs des neuf cosinus 






ï = 



■ H(a)H,(T) 
'eKa)e(x)' 

Hi(a)H(-:) 



e(o)e.(T-a) ^,,^^, 
P e,(a)e(T) 



e,(a)e(T) 

_ e(a)9.(. ) ^.^,-3.^ H.(o)H(T-a) ,,^„ 

' - e,(a;e(TJ' "^ e,(a)e(t) 
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I. Lignes géodésiques de la caténoïde (surface engendrée par la révolu- 
tion d'une chainette autour de sa base). 

L'axe de révolution étant pris pour axe O^ et r désignant le rayon d'un 
parallèle on a, pour l'équation de la surface, 



= ?(J^e-'^). 



r 

2 



On trouve que la projection des lignes géodésiques sur le plan des xy 
a pour équation en coordonnées polaires 

bdr 



i /C^- 



a*)(^r=» — 6«) 



b désignant une constante arbitraire et Tangle 6 étant compté à partir de 
la direction asymptotique. 
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i*" Soit b> a. En posant 



- = a, 
r 



Jo /(i-a«)(i-A:«a») à 

Donc 

u = sn6, r =. — r. 
snO 

Telle est l'équation de la courbe, 
a"* Soit 6 < a. En posant 

a 

? = "' 

n a 

Donc 

a 



. = sny 



'"* 



3° Si 6 = Of on est dans un cas de dégénérescencei k = i : 

_ g6H-g-e (i) 

gO — g-6 

2. Les neuf cosinus qui servent à définir la position relative de deux 
triédres trirectangles peuvent s'exprimer en fonction de trois paramètres a, 
Uy X au moyen des formules suivantes 

■ H(a)H(«) e,(o)e,iu-a) 

' e,(a)e,(u)' ^ P e.{a)e,(tt) 

e,(o)e,(u) »-^'P - e,(a)e,(M) ' 

e(«)e(«) H.(o)H.(« ^-a) 

' e,(a)e,(«)' ^ P e,(a)e,(«) ' 

dans lesquelles on suppose u et X réels et a purement imaginaire. 
Il suffit de vérifier 

(a-t-tP)«-H (a'-+-ip')'-<- (a'-t-iP')«=o, 
f(a + ip) H- y'(«' •+-«■?') -t-T'(«'-l-»?') =0, , 
(a -H j^)(a - j-p) +(«'-+- iP')(a'— »p') + (a'-i- tP')(a'— t^') = 2. 



(■) Greenhill, Fonctions elliptiques, p. i38. 

A. ET L. 14 
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Gela résulte des identités suivantes 

e}(a)eî(tt) — Hî(a)Hî(M)^e«(a)e«(tt)-H>(a)H«(M). 

H,(o)Hi(a — a)ei(a)ei(tt) — ei(o)ei(M — a)Hi(a)H,(w) 

= e(o)e(tt — a)H(a)H(a), 
e}(o)ei(M — a) ei(u-+-a) = e«(a) e«(M)-hHî(a)HÎ(a), 
eî(o) e(M — a) e(tt-ha) = e}(a)e}(a)--H}(a)HÎ(a), 
HÎ(o)Hi(m — a)Hi(M4-o) = eî(«)0}(")- ^*(«) e»(w). 

et d'une autre identité qui se déduit de la première de celles-ci en y rem- 
plaçant a par o et u par u — a, 

3. Vérifier que les valeurs précédentes des neuf cosinus satisfont aux 
relations 

(«'— tp')(a'4- i^') = — y'y'^- *T» 

((z-ip)(a'4-*P')-- Yf ^-*Y» 
équivalentes au système suivant 

a'a'-f- P'p'-+- y'y'= o, Y = «'?'— P'a', 

aa'-+- pp' -+- yy' = o, y' = «P' — P«'- 

(D'après cela les deux trièdres dont la position relative est définie à 
Taide de ces cosinus ont même disposition.) 
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FONCTION p A PÉRIODES IMAGINAIRES CONJUGUÉES. 
DISCRIMINANT NÉGATIF. 



I. — Le discriminant est négatif. Valeurs réelles de pu et de p'u. 

132. Objet de ce paragraphe. — Supposons qu'on ait pris pour 
périodes primitives d'une fonction pu les quantités imaginaires 
conjuguées 

20)1 = a>s — Wj, 2 0)3= (Os + 0)',, 

(O) désignant une quantité réelle et co^ une quantité purement 
imaginaire ; nous allons montrer que les invariants sont réels, que 
la valeur de la fonction est réelle quand Targument est réel ou 
purement imaginaire et nous en déduirons que le discriminant 
^î— 275'3 est négatif. 

133. Les invariants sont réels. — Les invariants sont donnés 
par les égalités 

j^ _. V' î _L — V' [ 

60°*" jià (2m0)i-t- 2/10)3)** liO^^^ jià (2/nO)i-h2/lO)3)«* 

Comme les quantités 

2/n0)i+ 2/10)3, 2/nO)3+ 2/10)1 

sont imaginaires conjuguées, on peut, dans chacune des séries 
précédentes, associer deux à deux les termes de façon que leur 
somme soit réelle. Donc les invariants g2 et g^ sont réels. 

134. Arguments réels, purement imaginaires» imaginaires con- 
jugués. — Arguments réels. — De même dans la série 



It — 


u^ jU l{u 


— w)« w» 


w 


= 2/no)i+ 2/10)3, 


m 
n 


= 0, ±1, ±2, 


±3,±..., 


w 


= exclus. 
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si Ton suppose u réel, on peut associer deux à deux les termes de 
façon que leur somme soit réelle. Donc, pour un argument réel, 
la valeur de la fonction pu est réelle. 
On voit de même que la dérivée 



p.„=___,2^ 



9. 



est réelle quand u est réel ; elle garde un signe constant quand u 
varie de o à cja, puisqu'elle ne devient ni nulle ni infinie dans cet 
intervalle, et comme elle est négative pour u positif et très petit, 
elle est constamment négative quand u varie de o à (1)2; p 2/ va 
constamment en décroissant depuis + 00 jusqu'à pcoa. 

Argument purement imaginaire. — Pour voir si la fonction 
p{iu) est réelle quand u est réel, remarquons que Ton change 
seulement le signe de la fonction pu quand on multiplie par i 
l'argument et les deux périodes. On a donc 

p(m|u)i, 0)3) = — p(M|t<u,, tw,), 
où 

i<ui= — î 4- — *., 10)8= — -. ; 

22* 2 11 

puis, comme on peut toujours changer le signe d'une période, 

p(m|(*)i, (0,) = — p(m|iw,, — luij). 

Pour la fonction du second membre les deux périodes sont ima- 
ginaires conjuguées. Si donc u est réel on est ramené au cas 
déjà étudié. 

En prenant les dérivées des deux membres de la relation que 
nous venons d'obtenir, on trouve 

<p'(lM|ti),,(l>3) = — p'(w||<U,, —10)3). 

Les deux égalités précédentes montrent que si u est réel 
p{iu I (0|, (1)3) est réel et p^{iu \ (0|, 0)3) purement imaginaire. 

Ces égalités peuvent s'écrire, en mettant en évidence les inva- 
riants g2 et gi au lieu des périodes coi et (1)3, 

'>'(«"; fft, ffi) = — p'{u; gt, —gz)\ 
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ces formules résultent de ce que, si Ton remplace 
par 

dans les séries qui donnent g^ et ^3, ^2 ^^ change pas et g^ se 
reproduit multiplié par — i . 

Arguments imaginaires conjugués. — A deux valeurs u et e/o 
imaginaires conjuguées de Targument correspondent, pour la fonc- 
tion, deux valeurs imaginaires conjuguées. En effet, on a 






Il s'agit de montrer que, si Ton change i en — i dans Texpression 
de p</07 cette expression se change en pu. 

Si Ton change i en — i dans la deuxième série on trouve, en dé- 
signant par ^0 1^ quantité imaginaire conjuguée de w^ 

il reste donc à vérifier que Ton a 

2à L(" — w)» "" ^ J "" ^ [(" — wo)* "" ^J ' 

cela résulte de ce que la quantité imaginaire conjuguée de 

M' = 2ma>i + a/i(i)s 
est la quantité 

«Vo= amwa-f- 2/1 coi, 

et que, dans chacune des sommes précédentes, m et n prennent 
toutes les valeurs entières (iv =: o exclus). On peut donc passer de 
la valeur de p z/ à la valeur de p e/o en changeant i en — 1 ; ces deux 
valeurs sont imaginaires conjuguées. C'est ce que nous voulions 
vérifier. 

135. Parmi les racines ei, es, es, l'une es est réelle et les deux 
antres imaginaires copjagaées. Le discriminant est négatif. — Nous 



ai4 CHAPITRE VI. 

pouvons maintenant vérifier que les racines du polynôme en pu 

4(pw)»— ^tpw — ^3 

sont l'une réelle et les deux autres imaginaires conjuguées. Ce po- 
lynôme étant égal à (p'uy^ ses racines sont 

ei=ptoi, ci=p608, tf»=p(wi4-a>8) 
ou bien 

On voit déjà que la dernière est réelle, puisque (03 est réel; la 
première racine peut s'obtenir en prenant la formule d'addition 

p(M-ht') = — pa — pi>-h r-r- ,, > 



et en y faisant 



Cl>« 0), 

2 a 



pu et p'u sont réelles ; pt^ est réelle et pV purement imaginaire. 
Donc ei = p(0| est imaginaire. La même formule montre que 
^3= j>(i)3 est la quantité imaginaire conjuguée de Ci (ce qui devait 
être puisque o>i et (1)3 sont des quantités imaginaires conjuguées.) 
Puisque, sur les trois racines Cj, Cj, ^3, il y en a une réelle et 
deux imaginaires conjuguées, le discriminant gl — ^Tgl est né- 
gatif. 

Distinction des racines imaginaires par te signe du coeffi- 
cient de i. — Nous pouvons distinguer les deux racines imagi- 
naires en considérant, dans chacune d'elles, le signe du coefficient 
de i. 

La racine e» s'obtient en faisant m = — * (^ = ^ dans la va- 

' 2 2 

leur précédente de p(u-\-ç)] le coefficient de i dans le résultat a 
le signe de — v p'up'Vy et, comme p'u est négatif pour u = — > 
le signe à considérer est celui de 
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(*), 



comme rargument — est puremeot imaginaire, servons-nous de 
la formule 

nous trouverons 

Or le signe du second membre est le signe +, puisque, quand u 

varie en restant réel de o k-^y p'("l ^2j — gz) ^st constamment 
négatif. 

Donc, pour la racine e^, le coefficient de i a le signe 4- ; pour la 
racine e^, le coefficient de i a le signe — . 

Remarque, — On a, quel que soit w, 

En efiet, la période aojj étant égale à Wj — o>^, on peut écrire 

p(a-l-a>j)= p(a H- to',-4- 2a>j)= p(M -4-a)i). 

136. Valeurs de u pour lesquelles pu eX p'u sont réelles toutes 
les deux. — Nous avons vu que, quand u croît de zéro à (Oj, pu 
et p' u sont réelles toutes les deux : p'u varie d'une manière con- 
tinue de — 00 à zéro, pu décroît constamment de H- oo jusqu'à 
^2=^0)2. Nous voulons maintenant définir toutes les valeurs de u 
qui rendent réelles pw et pUi, (Considérons la relation 

SX pu est réel, le premier et le troisième facteur sont imaginaires 
conjugués, leur produit est positif : pour que p' u soit réel il faut 

que Ton ait 

pa>e2. 

Soit a une valeur réelle plus grande que es ; il y a un argument 
réel v^ compris entre o et ci)2, pour lequel on a 

pu = a\ 

toutes les autres solutions de cette équation sont données par la 
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formule 

u =± p-Ha/ncui-H an (Os, 

m et n étant des nombres entiers. 

On conclut de là que, si un argument u rend réelles la fonc- 
tion pu eXS2L dérivée p^u, on peut toujours, en ajoutant des pé- 
riodes, le ramener à être réel et compris entre — 0)2 et -h Wj. 

II. — Expression des périodes par des intégrales définies de la forme 

NORMALE DE LbGENDRB, DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NÉGATIF. 

137. Expression des périodes en fonotion des invariants. — Les 
périodes étant, comme plus haut, définies par les égalités 

2(lii = (l>s — (O,, 2 0)3= (Ot+U)',, 

on a vu que, si u croît de o à (O2, pe^ décroît constamment de + 00 
à 62. L'équation différentielle à laquelle satisfait la fonction x = pu 
étant mise sous la forme 

ou = — « 

^ix^ — gtx — gz 

on obtient, en faisant croître </ de o à (1)3, Tégalité 

Jr* dx 

>J^x^—g^x — g% 



qui donne Texpression de (1)2 en fonction de g^ et de ^3. 

Pour avoir l'expression correspondante de -4- remarquons que 
si Ton remplace les périodes 2(i), et 2(0s par les suivantes 



2*<«)i= -:i -h lU)i, — 2it08=~ — ia>j, 



il faut remplacer 

^1^ g\^ êZ7 

par 



— » gif —gii —et. 



L'égalité précédente devient, par ce changement, 
wj ^ /** dx 
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138. Les intégrales donnant les valeurs de cos et -^ ramenées à 

la forme canonique de Legendre* — L'intégrale qui donne la va- 
leur de ÎO2 peut s'écrire 

/•• dx 







1/(0; — et)(x ^ et){a; - 


-ez) 


Faisons le 


changement de variable 




['intégrale de 


vient 


dz 






v/(^»4-e,— tfi)(^î-he,- 


-e,) 



Les quantités €2 — et et 62 — e^ sont imaginaires conjuguées. Po- 
sons 

e% — ez= p(cos^ -^isin^) p > o, 

Ci— ei = p{co5^ — isin^) o < <J/ < ic. 

Ayant pris p positif, nous pouvons choisir ^ entre o et tt, 
puisque ei désigne la racine imaginaire pour laquelle le coefficient 
de i est positif. Le polynôme bicarré qui se trouve sous le radical 
peut alors s'écrire 

A, 

de sorte qu'en posant 

z = t)/^, sin«i = A:î, 
on a 

le coefBcient différentiel de la nouvelle intégrale ne fait que 
changer de signe quand on pose 

et que l'on néglige ensuite l'accent. On en déduit 

dt 



r' ^ = r 

Jo •(^»-+-i)«-4X:î^« J, 



/(^«-+-i)*— 4A:}<» 
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puis 



*^0 i 






et il n'y a plus qu'à poser 



= sino ou ^ = tang-i-> 



pour obtenir Tégalité 






dans laquelle l'intégrale est de la forme normale de Legendre 
(voir n° Hl). 

Transformons de même Tintégrale 



î^ _ r^" dx _ r^' 



dx 



2/(2: H- <?i)(a7 -f- ej)(j7-f- «3) 
En faisant le changement de variable 



il vient 



0); _ /•* dz_ 



puis, en introduisant, comme dans ce qui précède, le module et 
l'argument des quantités imaginaires conjuguées e\ — ^2, e., — ^2, 



e^^ r^ 

' 7 \/'^^^^-^^^' 



4-3*? cos«- 

Posons 

z = t^~^, cos« ^ = Ar'j*, 
nous trouverons 

dt 



^'"i-r 



v/cr*-4-i)«-4A:?/» 
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ety en tenant compte de Tégalité 



/• dt n d^ 



sin'cp 



nous obtenons pour -4 une expression de la forme cherchée. 
Réunissons les deux formules qui viennent d'être démontrées 



co,v/p=/ -==^===f X:î = sin« 

1 y/T^n^ 



p et (]; étant définis par les égalités 



X7 = cos»!i?, 



«»— «3= pCcos^J^-f- esiinj;), p > o, 
. tf,— ^1= p(cos4; — I9in4^), o<4'<'ïr. 

Ces dernières intégrales, dans lesquelles on fait 

sincp = Xy 

prennent la forme des intégrales qui donnent K et K' dans le 
n« 108. 

139. Variation du rapport^* — Des égalités précédentes on 
déduit 



llÙf 



et Ton voit que le rapport —7^ augmente constamment quand Ar^ 

croit de o à i, car le numérateur augmente et le dénominateur 
diminue. Ce rapport est égal à zéro pour k] = o, il est égal à +00 
pour A:^ = I ; il passe donc une fois et une fois seulement par une 
valeur positive donnée quand k] croit de o à i . 

On peut alors vérifier, en se servant des seules intégrales ci- 
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dessus, que, si les valeurs de (1)2 et de -^ sont données, chacune 
des racines ^^ ^2, e^ a une valeur unique. En eflFet ^ ayant une 

valeur positive donnée, k] a une valeur unique comprise entre o 
et i ; A*^ étant ainsi déterminé, Tégalité qui définit CO2, par exemple, 
montre que ^ a une valeur unique, le radical étant pris avec le 
signe +. Pour passer de là aux valeurs de ei, «2, e^ remarquons 
que cost]/ et sinc]^, définis par 

cos^j; = Ar'j* — A:?, siinj/ = 2 ^1 Ar'i , o < 4^ < i^» 
sont déterminés sans ambiguïté. Alors les égalités 

ei -+- «2 H- «3 = o» «î— «3= p(cos4;-f- esin^J/), 
ej — d = p(cos'J/ — isin<{^) 

déterminent une valeur unique pour chacune des racines e^ , e^, e^. 



m. — Retour a la fonction p a discriminant positif. Expressions 

DES PÉRIODES SOUS LA FORME CANONIQUE DE LeGENDRE. 

140. Les intégrales qui définissent les périodes ramenées à la 
forme canonique de Legendre. — Nous allons ramener à la forme 

canonique de Legendre les intégrales qui définissent co et — > 
dans le cas où e^J 62, e^ sont réelles. {Voir n®* 53 et 54). 
On a d'abord 

r^' dx ^ z»^- dx^ 

Dans cette intégrale, faisons le changement de variable 

g^ . 2^' dz 

z^ z^ 

g étant une constante indéterminée; l'élément de l'intégrale 

devient 

— dz 



Dans le produit qui figure sous le radical le premier facteur se 
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réduira à i — z^, si nous posons 

et le second facteur deviendra alors (i — k^z^) en posant 



A:« = 



e, — ej 



k'^ est un nombre positif et plus petit que un : le coefficient dif- ' 
férenliel a donc la forme cherchée. En mettant maintenant les 
nouvelles limites de Tintégrale, nous trouvons 



r' dx 

1 /(I-^«)(I-^«^«J 



ce qui est la forme cherchée. 

Transformons de même Tintégrale 



co' ^ r^' dx ^ Z*^* dx 



en faisant le changement de variable 






Télément de l'intégrale devient 

-^dz 



V(--7-''){-^'")' 

SOUS le radical, le second facteur devient égal à i — -3=^ si nous 
posons 

et le premier facteur devient alors i — k^^z^ en posant 

A"'- est positif et plus petit que i . Nous avons donc 
u/^ /•* dz 
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Réunissons les deux résultats précédents, en faisant dans les 
intégrales le changement de variable z =. sin^ , nous avons 









/i — A:*sin*îp 



w' _ /^ do 






^ = /e,-e„ ^«=£iZLl», k't=:iLZll, ;tt-HA-'*=i. 
Cl — «3 Cl — ej 

On nomme g le multiplicateur^ Ar est le module, k' le module 
complémentaire. 

141. Variation du rapport -^- — Considérons, maintenant, le 
rapport 

r ^? 



((13 



1t 



» ^q) 



v/i — A:' sin*© 



En raisonnant comme au n° 139 on reconnaît que, si k^ croît de o 

à i, le rapport -r- décroît constamment de -hoc à o. 

D'après cela, on peut encore vérifier qu'il n'y a qu'un seul 
système de valeurs de k^ et de g pour lequel les intégrales (o 

et % prennent des valeurs données, si l'on suppose g positif et A'* 
pris entre o et i. En efiet, le rapport -r- ayant une valeur donnée, 

il n'y a pour k^ qu'une seule valeur comprise entre o et i ; Ar* étant 
déterminé, l'égalité qui donne la valeur de ^co, par exemple, 
donnera pour g une valeur unique. 

Les quantités k^ et g étant déterminées, on a immédiatement 

Cl — «8» ^î — ^8' 

La somme de ces quantités donne — Sej, puis des différences 
connues e\ — ej, 62 — ^3 on déduit e\ et e^* 
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IV. — Cas du discriminant négatif. Application géométrique. 

142. Étude de la courbe a? =pM, j^ = p'a,jK*= 4a:*--^jar — ^s- — 
Nous insisterons seuleinent sur les difTérences que le cas de A<Co 
présente avec le cas déjà étudié de A > o. 

Si j; et y sont tous deux réels, on peut toujours, en ajoutant 
des périodes, ramener Targument à être réel et compris entre 
— (Oa et -t- ci)2 (n** 136). Quand on change m en — u, x ne change 
pas, y change de signe; la courbe est donc symétrique par rap- 
port à Ox et il suffit de faire varier u de o k t»}2. 

Quand u croît de o à Wj, y est négatif, x décroit constamment 
de -t- cx) à 62* La tangente au point situé sur Ox est parallèle 
à Oy] la direction asymptotique est celle de Oy, On a donc la 
forme de courbe indiquée par Isijig. 19. 

Fig. 19. 




La courbe n^a pas de points en dehors de la branche infinie, 
comme cela se présentait dans le cas du discriminant positif. 

Tangentes parallèles à Ox. — Les points où la tangente est 
parallèle kOx sont donnés parTéquation 
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Quand g^ est négatif, il n'y a pas de points où la tangente soit 
parallèle à Ox. 

Quand g^ est positif, les deux valeurs de x qui annulent jf u 
sont réelles; mais pour qu'à une valeur réelle de x corresponde 
une valeur réelle de^, il faut que l'on ait 

Nous avons donc à chercher, en supposant ^a!>o, combien 
l'équation 

p' M = 6a7* ^î = o 

a de racines plus grandes que e^ et nous sommes ainsi conduits à 
substituer e^ à la place de x dans le poljnome entier en x qui 
donne la valeur de ^ u. 

Ce poljnome se présente sous une forme plus commode, si l'on 
dérive par rapport à u les deux membres de l'identité 

On trouve, après avoir supprimé le facteur commun p' u^ 

- P'm = (a: — e,)(a: — ej) -4- (a: — e, )(ar — e,) -¥-{x — ej )(a? — e,), 

et la valeur du polynôme pour x -^e^ est 

(Cî— ei)(e,— es); 

comme les deux facteurs €2 — ^i, e^ — e^ sont imaginaires con- 
jugués, le résultat de la substitution est positif. Donc 62 est supé- 
rieur à la plus grande racine ou inférieur à la plus petite, et comme 
ces deux racines sont de signes contraires, c'est le premier cas 
qui se présente quand e^ est positif et le second quand 62 est né- 
gatif. Le signe de 62 est le même que celui de ^3 puisque Ton a 

^8= ei^ae,. 

En définitive, pour qu'il existe sur la courbe des points où la 
tangente est parallèle à Ox^ il faut et il suffit que l'on ait 
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Dans le cas contraire la courbe présente la forme de la^î^. 19. 

Tangentes menées d'un point P. — Si le point P a pour pa- 
ramètre (^, les points de contact ont pour paramètres 

222 2 

Comme ç est réel et que (a)| et (03 sont imaginaires conjugués, 
Uq et Ui sont réels, u^ et 2^3 imaginaires conjugués. 

Ainsi, par un point de la courbe, on ne peut mener que deux 
tangentes réelles à la courbe. 

V. — Discriminant négatif; application au mouvement d'un projectile 

DANS UN MILIEU DONT LA RÉSISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE 
LA VITESSE (1). 

143. Équations différentielles et intégrales premières. — Pre- 
nons pour origine O la position initiale du projectile, pour direc- 
tion de Taxe des Xj la direction de la vitesse initiale, pour axe 
des y la verticale descendante. Soit a Tangle de O j: avec l'hori- 
zontale, a étant regardé comme positif quand Ox est au-dessus 

de l'horizon : Tangle des axes est alors — h »• La résistance de 

l'air est une force dirigée en sens inverse de la vitesse, et égale à 
Ci^^, V désignant la vitesse, et c une constante. 

En désignant par ^ etj^ les coordonnées du mobile, et par s 
l'arc décrit sur la trajectoire à partir d'une origine fixe, la force 
due à la résistance du miljeu a pour projections sur les axes 

Ox, 0/ 

/dsydœ (dsydy 

-'\di) SI' -'[di) -£' 

ou bien 

/dsy dx /dsy dy 

'""[dij Tt' '^''[di) 'Tt' 
et les équations du mouvement sont 

d^x /ds\^ dx 

^'> di^^-'ydî) di' 

d^y /ds\* dy 

(') Voir Greenhill, Fonctions elliptiques^ traduction de Griess, p. 875. 
A. ET L. i5 
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Éliminons entre les équations (i) et (2) les termes qui pro- 
viennent de la résistance; il vient 



cLt d^y dy d^x __ dx 
di IF^dt Itf "^di' 



ou bien, en posant ji = ^, 

^^^ dt dt ^' 

D'autre part, en remplaçant, dans l'équation (1), ds par sa va- 
leur tirée de 

c&'= dy^ — idy dx ^xxifx -it- dx^y 

nous trouvons 

puis, en tenant compte de l'équation (3), 

g ldx\~^ d>x , , - é/u 

(<) -c\di) :5ïr = (!-'- «H «»«-*-')5f- 

Les deux membres de l'équation (4) sont les dérivées de fonc- 
tions qui s'obtiennent immédiatement. Intégrons de o à r, il vient 

5 f [(è)"'- (§)."'] = I H'- (*'«»«+ H. 

en remarquant que, d'après le choix des axes, [x = o pour ^ = o. 
Nous supposerons la vitesse initiale très grande, et nous néglige- 
rons le terme i - yji) de sorte que, en posant - = w^ et 

P = (Ji»— 3 fx« sina -^ 3 fx, 
on a 

dx -1 

(5) rfF = «-!"• 

L'équation (3) donne alors 
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et, en intégrant, 

,6) g=/Vt.,=/' * ,. 

•^0 •^o (fi»-3|i»sina-+-3fi)^ 

D'autre part, en remarquant que l'équation (3) peut s'écrire 

dx\dt) "^' 

et en y remplaçant ^ par sa valeur tirée de (5), on trouve 



dt 



;f,^ = p-*rf^, 



puis 



et enfin, en intégrant, 



^^dy=.^?-^dv., 



•^» •^o (fx»— 3ii«sina-h3[i)"> 

(«> ^r=/Vp-»v,=/ t^ii — ,. 

•^0 ^^ (fi»— 3ji«siDaH-3|i)» 

Les équations (7) et (8) définissent la trajectoire au mojen de 
la variable auxiliaire [x et Téquation (6) donne la valeur de / pour 
chaque position du mobile. On voit de suite que le polynôme 

P = ji(p«— 3ix5ina-i-3) 

n'a d'autres racines réelles que zéro, et l'on en conclut aisément 
que, quand [x croît de o à +00, ^ et j^ deviennent infinis, et x 
tend vers une limite : nous désignerons cette limite par a. Il est, 
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite 
et que w est la valeur de cette limite. En efiet, l'équation (5) 
montre que, pour |x = 00, on a 

,. dx 

tit 

et l'égalité 



(â)*=(^y(ï^*-^'^'''^"-^') 
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montre ensuite que, jjl -^ ayant une limite, -^ a une limite qui esl 

la même. 

Ainsi, la trajectoire admet une asymptote verticale, la droite 
j? = a, et lorsque le mobile descend indéfiniment sur la branche 
de courbe asymptote à cette droite, la vitesse tend vers une 
valeur limite çv. 

144. Intégration par les fonctions elliptiques. — On peut ra- 
mener l'intégrale qui donne la valeur de ^ (équation 7) à une 

intégrale elliptique ayant la forme canonique de M. Weierstrass. 
Pour cela, faisons la substitution 

1 
m»P« , ^u«— 3 usina -4-3 

m étant un facteur constant arbitraire. Nous pourrons déterminer 
g^ de façon que, dans l'expression 

4^»-^3 = -^ » 

le trinôme du second degré en [x soit carré parfait; il suffit de 

poser 

4 m« — ^3 = 3 m« sin* a, 

d'où 

g^ = /n»(4 — 3sin»a). 

Il vient alors 

n—x ' ,/-2 — [Jtsina 

/4 s* -/Ta = /wVi 5=^ y 

et, en différentiant, 

Celte équation peut s'écrire 

dz _ ''*' V^ ^l^ _ ^H"- _ ^ ^ . 

en prenant /n^=^, on a donc, en définitive, 






z •4'«»— ^» 
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On en conclut 

(9) ^=p(S>o»^»)> 

puis, d'après l'expression de rfjc, 



'■m = 



|ji sin a — 2 



Quand x est égal à Tabscisse a de l'as^mptole verticale, !Jl = oo, on a 
et, par suite, 

D'après cette dernière équation, on a 



2 



^ dx 



^'-m 



el en intégrant 






^) 

C'est l'équation de la trajectoire. 

Écrivons u et v au lieu de ^ et de ^^ l'équation prend la 
forme 

et nous allons pouvoir l'intégrer en appliquant la règle du n° 50. 
Pour rendre le dénominateur rationnel, multiplions parpV-hp'w 
les deux termes de la fraction sous le signe somme et tenons 
compte de ce que, g^ étant nul, on a 

p'tç ^p'iu = 4(p't' — p*^)i 

^iipv—puXtpv — puXt^pp — pu), 

s et e' étant les racines cubiques imaginaires de l'unité 
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En opérant la décomposition en fractions simples, on a 

6p'p _ 6p*p(p'p-f-p'a) 

. . I ip'p-4-p'M I pV-f-p'tt I ^p'v-hp'u 

(12) ( =-i- i- h -gC c — ^__eï.^ n — 

' 2 pv—pu 2 zpv — pu 2 e'pp — pa 

^i p^i^-f-p'u ^ i ^ p'(tv)-hp'u ^ I ^, p'(e'p)-^p'« . 
2 pp — pa 2 p(ev) — pw 2 p(ê*p) — pa' 

car si dans la formule d'homogénéilé 

p(^; K*^î, K'^sj = /a'p(w; ^«» ^»)» 

on fait ^2=0 et |x = e puis [JL=e^, et si Ton remarque que - =e*, 

on trouve 

p(aÊ«;o, ^5) = e«p(a; o, ^,), 

P(w6; o, ^3) = sp(a; o, ^,), 

puis, en prenant les dérivées 

p'(ae«;o, gi)^p\u;o, gt), 
p'(ut] o, gi) = p'(u; o, ^1). 

Des équations (i i) et (12), on conclut 

^ J^ \^ PV — pU 2 ptV — pu 2 pOv — P«*/ 

Mais, si dans la formule d^addition pour X^u [n^ 44, éq. (65)], 
on change i' en — v^ il vient 

- ^-- = Uu ^ v) — tu -h tv. 

2 pu — pv ^ / 'i '» 

Dans cette égalité changeons v en ei' puis en e^p et remarquons 
que, d'après la formule d'homogénéité (n® 36), J^(ef^) = e^tjp et 
Ç(e2t^) = eJ^p, nous obtenons 

2 pu — ptv ^^ ' ^ ^ ' 

2 pU--pt*V ^ / *» 'ï 

D'après cela l'équation (i3) peut s'écrire, en tenant compte de 
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ce que i 4- e -f s* est nul, 

S=/"[-3?:P-.î(a-P)-.e?:(w-6i')-e«ï(w-e««;)]rf«, 

et l'on obtient enfin 

-si. =— SwÇi^ — Log— ^^- — e Log— —: — £» Log ^• 

L'expression du temps t se trouve au moyen de Péquation (6) 
qui donne, par un calcul analogue, 

«• Jt pv—p'u 

= r"(l P'^-^-P'" ^i,. P'ef-Hp'« ^J^p'e'«> + p'«\ 
•/o \2 p*' — P" * P^** — P" ^ p&^v — pu / 



d'où 






145. Développement de j^ et de ^ en Béries entières ordonnées 
suivant les puissances de u = g—^' — Lorsqu'on se propose de dé- 
velopper ^ et ^ suivant les puissances entières de u, il est 
commode d'employer la fonction 

qui est égale à i pour u = oAl vient alors 

^ = — Log<Ka, p)— sLog<Ka, t9) — t^Log^(u, e«p), 
— = — Log<Ku, p) — i*Log^(Uf zv) — eLog^(u, t*v). 

Prenons les dérivées logarithmiques et développons suivant les 
puissances de u par la formule de Taylor : 

i d^ ^, V - m' , tt» - 
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en intégrant de nouveau, on obtient 

(18) Log«Ka, «;)=— _pp-h —p't;— — p P-t-.... 

Donc, en remarquant que g2= o et pci^ =: tpv 

(19) Log«Kw, ep) =— — ept' -f-^p'p— ^e«pV--- 

(20) Log«Ka, e«P)=— ^e«pp-h ^p'p— ^ep i^.... 
On en conclut 

tv« l4- 7- 10! '^ J 

Dans ces formules, on doit poser 

u=^, ^,= 0, ^3= ~(4 — Ssin'a), 

I - I . « 2 ^ 4 . 
pp = ^, pV=-sina, pv=z-9 pp=-sina, 

Le discriminant étant négatif, les périodes de p s'expriment à 
l'aide des formules des n®* 137 et suivants. 

Les dérivées p'^v^ p"^v^ ... se calculent par voie récurrente, en 
dérivant un nombre quelconque de fois la relation 

(p'a)«=4p»tt — ^, 
et faisant ensuite u = {?. 
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INTÉGRALES ELLIPTIQUES. RÉDUCTION A LA FORME NORMALE 
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION. 



I. — Intégrales elliptiques. 

146. Exemple élémentaire de la méthode employée pour cal- 
culer les intégrales elliptiques. — On démontre, dans les éléments 
du Calcul intégral, que Tintégrale d'une fonction rationnelle de x 
et de la racine carrée d'un trinôme du second degré v/oÏM-^Â^-î-c 
peut être ramenée, par un changement de variable, à l'intégrale 
d'une fonction rationnelle ou à l'intégrale d'une fonction trigono- 
mé trique. 

Plaçons-nous à ce dernier point de vue, pour rattacher à des 
notions élémentaires le problème que nous traitons dans ce 
Chapitre. Soit 

(1) j^{x,y)dx 

une intégrale où R(j7, ^) désigne une fonction rationnelle de x 
et j', y étant lié à x par l'équation 

(2) y = /aj7»-+- 'ibx-f c. 

Si l'on fait un changement de variable, en prenant comme nou- 
velle variable u l'intégrale 



(3) 



r'dx 

u= I , 



l'intégrale proposée (i) devient l'intégrale d'une fonction trigo- 
nométrique. Pour le vérifier, écrivons 



'^t^FIT^ 



a« 
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el posons 

. b v^6* — ac , ^ 

a a ^ ^ 



il vient, en choisissant pour Xq la valeur qui annule z, 

ku=l -p= — f -5 = SinAM, 

Jo /i — ^* 

//\ ^ ^à^—ac . ^ X /Tz ^ 

(4) x = 1 smAa, y = - v^6«— accosAM, 

dx —yda. 

Avec cette nouvelle variable m, l'intégrale (i) devient Tintégrale 
d'une fonction rationnelle de sinX^^ et cos)^;/, intégrale que l'on 
sait calculer. 

En employant un langage géométrique, on peut dire que l'équa- 
tion (2) représente une conique, et que les formules (4) ex- 
priment les coordonnées d'un point de cette conique en fonctions 
uniformes de u, 

147. Intégrales elliptiques. — Considérons une intégrale de la 
forme 

(5) fR{x,y)dx, 

où R(a:, y) est une fonction rationnelle des deux variables x eiy 
liées par la relation 



(6) y = ^aox^-h /iaix^-hôaix^-i- /ia^x -h a^f 

dans laquelle le polynôme sous le radical est du quatrième ou du 
troisième degré. Une intégrale de ce genre s'appelle une intégrale 
elliptique. Les intégrales elliptiques ont fait l'objet des recherches 
de Legendre, avant la découverte des fonctions elliptiques par 
Abel. Pour les calculer, on peut faire un changement de variable 
en prenant comme nouvelle variable u l'intégrale 

' dx 



-X. r 



(7) M=r 

Les quantités a: et ^ deviennent alors, comme nous le mon- 
trerons, des fonctions elliptiques de u et le calcul de l'intégrale (5) 
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est ramené au calcul de Tintégrale d'une fonction elliptique, calcul 
que Ton sait faire à l'aide de la décomposition en éléments simples. 
En employant un langage géométrique, on peut dire que les 
coordonnées j: et ^ d'un point de la courbe (6) s'expriment par 
des fonctions elliptiques de la variable i/, ce qui permet de trans- 
former l'intégrale (5) en l'intégrale d'une fonction elliptique. 

148. Premières réductions de l'intégrale elliptique. — Dans la 
fonction rationnelle R{x,y) on peut toujours remplacer les puis- 
sances paires de y par les puissances du polynôme 

y^= aoa?*-f- 4«i^'-+- Gaja7*-f- 4«»^-+- «4» 
et ramener cette fonction à la forme 

P, Q, P,, Q< désignant des polynômes en x. Si l'on multiplie et 
divise par P| — Q^y en remplaçant encore y^ par sa valeur, on 
obtient une expression de la forme 

où R(^) et R«(^) sont des fonctions rationnelles de x. L'inté- 
grale I se partage alors en deux parties 



I r^ f'R(,x)dz -^ jyRi{x)dx, 



dont la première s'obtient immédiatement, comme l'intégrale 
d'une fonction rationnelle. Quant à la seconde nous l'écrirons, en 
multipliant et divisant l'élément différentiel par y^ 

-S(x) 



p 



dx. 



S(:r) étant une fonction rationnelle de x 

S(±)=7«R,(a:). 

U. — Forme normale de Legendre. Intégrales de Jacobi. 

149. Forme normale de Legendre. — On dit qu'une intégrale 
elliptique est ramenée à la forme normale de Legendre quand la 
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racine carrée^ est de la forme 

où k désigne une constante appelée le module. Dans les re- 
cherches théoriques, cette constante k a une valeur quelconque 
réelle ou imaginaire; dans les applications à la Géométrie, à la 
Physique, à la Mécanique, on peut, comme nous le verrons, la 
supposer réelle et moindre que l'unité. 

La racine carrée^ ayant cette forme, vojons comment on peut 
calculer une intégrale de la forme 



-r-f^' 



à laquelle on peut réduire toute intégrale elliptique, d'après le 
paragraphe précédent. Actuellement on peut encore, par des pro- 
cédés algébriques, simplifier cette intégrale, en profitant de ce 
que y est la racine carrée d'un polynôme bicarré. La fonction 
rationnelle S (a:) peut toujours s'écrire 

^(a7«)-4-a:^i(a?«), 

OÙ ^ et S\.\ sont des fonctions rationnelles de x^. L'intégrale 
s'écrit alors 



r A(x^)dx ra 



La deuxième intégrale se ramène immédiatement à une intégrale 
élémentaire par la substitution 

x*=z, 
qui donne l'expression 

/ Ai(z)d z 
!ï/(i-«)(i-A:«z)' 

où le polynôme sous le radical n'est plus que du second degré en ^. 
Finalement, on est donc ramené à l'intégrale 
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Si l'on y fait le changement de variable 

r'dx A* da? , ,^ 

elle devient 

intégrale d'une fonction elliptique aux périodes 2K et a/K'. Pour 
la calculer, il faut décomposer la fonction elliptique en éléments 
simples, en procédant comme nous avons fait au n® 50 dans une 
question qui, au fond, est identique à la question actuelle. On 
décomposera d'abord la fonction rationnelle de x^, Si{x^)^ en 
fractions simples 






où nous mettons à part les termes en :r et en - quand ils existent; 

la somme S est alors relative aux racines a qui sont différentes de 
zéro. 

Faisant ensuite x = snu^ on sera ramené à calculer les inté- 
grales des types suivants 

(8) / sn^uduj I sn^udu, ..., / — —y •••> / sa^'^ udu, 

où n est un entier positif ou négatif, 

r du r du r du 

^^^ J sn^a — a' J (sn^w — «)«' '"' J (sii»a — a)p' 

OÙ a est différent de zéro. Ces intégrales sont faciles à obtenir par 
la décomposition en éléments simples. 

On peut, par voie récurrente, ramener toutes les intégrales du 
type (8) à la première de ce type. Quant aux intégrales du 
type (9), elles se déduisent de la première en la différentiant par 
rapport à a. De là l'importance particulière des premières inté- 
grales de chaque type. Nous allons les calculer. 
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150. Intégrales de première, deuxième et troisième espèce, d'a- 
près Legendre et Jacobi. — i^ On appelle intégrale de première 
espèce l'intégrale 






A:«ar«) 



2** On appelle intégrale de deuxième espèce, l'intégrale 



•/ft 



qui devient, quand on y fait x = sn m, 

k^ j sn^udu. 

Cette intégrale, que Jacobi désigne par Z(w), a pour valeur (n® 100) 

S'(o) S'(u) 
"e(o) e{u)' 

Quand u augmente de 2K ou de 2iK' l'expression que nous 
venoDS de trouver pour l'intégrale de deuxième espèce éprouve 
des accroissements constants 



„^,K^. ..• 



e(o) 



.„ .^,re'(o) it 1 



que l'on appelle modules de périodicité de ^intégrale de 
deuxième espèce. On en déduit la relation 



KJ'— JK'=-. 
1 



3® On appelle intégrale de troisième espèce l'intégrale 

r' dx 

qui devient, quand on y fait x=zsnu, 

- r ^" 
J^ sn«tt — a' 

OÙ a est différent de zéro. Pour la calculer, déterminons un argu- 
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ment a par la condition 

sn*a = a, 

nous aurons à calculer l'intégrale 

r du 

qui est donnée par la formule suivante établie au n° 100 

, V snacngdna _ i H'(m — <f) i H'(M-+-a) 6'(a) 

^'^^ sn«a — sn«a "" à H(a — a) "" a H(M-ha) "*" ê(â) ' 

d'où 

/" snacna dnarfu _ I - H (a — a) 6' (a) 

sn«M — sn*a ~ a ^^H(a-+-a) "^ " e(a) ' 

Si, dans la formule de décomposition (lo) on change e/ en £^ + £K', 
elle devient, d'après la relation 

et la formule donnant H(w -\- îK') en fonction de 6(«), 

A:' snacnadna sn*a _ i 0'(ii — /i) i 6'(M-*-a) 07a) 
I — ^« sn*asn*ii ~2 0(m— a) a 0(u-+-a) ©(«) ' 

Pour désigner l'intégrale du premier membre prise de o à e/, 
Jacobi emploie la notation 11(2/, a) : 

II(ii, a)= ^' snacnadna / rr — -- 

^ ^ ' J^ I — A:*sn*asn*tt 

_ 1 e(a- m) e^g) 

~ 5 ^^e(a-HM)'^"e(a)' 

4° Formule récurrente pour le calcul de l sn^^udu, — En 
calculant l'expression 

— [sn««-»a cna dnw], 

et désignant, pour abréger, par s la fonction sni/, on trouve 
(2/1 — 3)««'»-*(i — «')(i — ^**')— «"*"*(« — ^*'')—^''*''""'(i — '') 
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OU en ordonnant 

(2/1 — 3)s«'»-*— (2/1 — 2)(i -+- A:«)5««-«-4-(2/i — OAr^s»». 
En intégrant on a 
sn«'*-' acnadna=(2/i — 3) / x»«-* du 

— (2/1— 2)(n-X:«) I s^'^-^du-\-(^n^i)k^ j s^»^ du, 

formule qui permet de calculer toutes les intégrales / s^" du (que 

n soit positif ou négatif) en fonction des deux premières corres- 
pondant à /i = o, et /i == i . 

m. — RÉDUCTION A LA FORME NORMALE DE LeGENDRE. 

151. Cas d'un polynôme bicarré. — Soit l'intégrale elliptique 

où S(a:)est une fonction rationnelle de x, et y la racine carrée 
d'un polynôme bicarré 

y = /Aa:* -+- 2Ba7* -+- G. 

On peut encore écrire, comme dans le paragraphe précédent, 

S(ar) = ^(a:»)H-a7^i(a7«), 

où^ eiSii sont des fonctions rationnelles dex^. L'intégrale prend 
alors la forme 



f^d^^fi 



'dx. 



La deuxième intégrale devient une intégrale élémentaire par la 
substitution 

Il reste donc à calculer l'intégrale 

- _ r s^(x^)dx 
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Si l'on ne s'aslreint pas à n'introduire que des éléments réels, cette 
intégrale se ramène immédiatement à la forme normale de Le- 
gendre. On a, en effet, en décomposant le polynôme bicarré en 
facteurs 

a et ^ pouvant être imaginaires. Si Ton fait ensuite 

X = as, 
on a 

et l'intégrale devient 

elle est réduite à la forme normale de Legendre et on la calcule, 
comme dans le paragraphe précédent, en faisant 

z = sn{u, k). 
Alors on a 

X =^ OLZ = OLSiiu^ V^x* — o:* = acnu, 

v/fi* — ar«= ^yjv — k^z^= ^ dnw, 

^ = aP /Â en M dn w, 

152. Réduction à la forme normale en quantités réelles» dans le 
cas d'un polynôme bicarré de la forme A(a?«-4- a)(.r*-h ?); A, a et ^ 
étant réels. — Supposons que l'on ait 

y = v/A:p* -h i B j-* -+- C, 

A, B, C étant réels et B- — AG positif : on peut alors écrire 

X=v/A(xi-f-aHa7i-hp;, 

a et P étant réels. Plusieurs cas sont à distinguer suivant les signes 
des quantités A, a et p. Gomme on peut toujours, devant le ra- 
dical, mettre ^± A en facteur, on a pour^ les types suivants où a 
A. ET L. x6 
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et b désignent des quantités réelles 

(I) j.=v/(a«-:r')(6«-:r«), 

(II) y = /(a« — :r«)(:r«— 6«), 

(III) j^=v/(a> — a:»)(a7«-+-6*), 

(IV) j.=v/(a:«~a«)(a7«4-6«), 

(V) j^=::v^(a7»-t-a*)(a7>-»-6«). 



I=/'^i^^. 



Voici, pour chacun de ces types, une substitution réelle propre à 
ramener Tintégrale 

à la forme canonique de Legendre. 

Type I. — Soit 

y = /(a*— x*j(^* — J7«), rt« > b-, 

La quantité j^ devant être réelle, x^ est extérieur à l'intervalle 
a*, b^. Deux cas sont à distinguer suivant que x^ est inférieur à b'^ 
ou supérieur à «^. 

Premier cas : x^ < b^. — On fait x ^= bz\ et Ton a 



y = ab v/(i — 3ï)(i — A-»;;»), A» = -— < i . 

a' 

Le radical est donc ramené à la forme demandée avec un module 
réel moindre que l'unité. Faisant ensuite 

-5 = sn w, 
on a 

x = b$nu^ /6* — x^= b cnuy /a* — jr»= a dna, 
y = ab ctiudnuj 

J = i rSi{bisn^u)du. 
Deuxième cas : x^> a^. — Posons 






nous avons 



y= — /(i — ^J)(i — A:«z«), c?a?= ^û^^. A« = — 



— û^^, At=: . 
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Le radical est encore rameDé à la forme demandée, et en posant 
:; = sn w, on a 






X : 

snu ' snu ' snu 



^cnudnu 
y = a^ , 

Type II. — Soit 

y = /(aï— a7«)(a:ï — 6*), a»> ^2. 

Pour que j^ soit réel, il faut que^^ soit compris entre a'^ et h-. Il 
suffit de faire 

a* — a:* =3?'*, x'^<,a^ — 6', 

pour ramener Tintégrale 

r M3^^)dx 

J ^{a'^—x^){x^^b^) 
à rintégrale 

/(aï — a7'*)(fT*— A« — .r'M* 
qui rentre dans le type I. 

Type 111 , — L'intégrale 



f : 



a(.r*) 



: rfr, a:-* < a* 



■a:a)(a7>H-6»> 

se ramène de même au type I par la substitution 

a«— iF« = y«, 
qui donne Tintégrale 

- f- ^5'---") 

J /(aï — a7'»;(a2-h6*— a;'») 
Type IV. — L'intégrale 

/(a:*— aï)(2rï-h6«) 
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pouvant s'écrire 

est du type III si l'on y considère - comme la variable. On la ra- 
mènera donc au type I par la substitution 



a* x^ ^ ' 



Type V. — Enfin l'intégrale 

Si(x^) 



h 



.dx, a*>6* 



V^(x«-+-a«)(ar«-+-6«) 

se ramène également au type I par la substitution 

x^-\- à^= x'^f 
qui la transforme en 

J )/{x^^—a'^){x'^—a^-\-b'^) 

153. Réduction à la forme canonique de Legendre en quantités 
réelles quand y est la racine carrée d'un polynôme du quatrième 
degré. — Nous allons montrer que l'on peut toujours, par une 
substitution réelle, transformer un polynôme du quatrième degré 
à coefficients réels en un polynôme bicarré de la forme 

A(a?«-+-a)(.r«-+- 3), 

A, a et p étant réels. On sera alors ramené au cas précédent. 

On sait qu'un polynôme du quatrième degré, à coefficients réels, 
peut être décomposé, au moins d'une manière, en un produit de 
facteurs réels du second degré. On peut donc supposer 



y = /C(a:'-f- inix -{- n){x^-^ Q.\LX-Jt- v), 

(], m, /?, [X, V étant réels. Faisons x = S. — 2_, i étant la nouvelle 

variable, p et q deux constantes. En substituant dans^ et rédui- 
sant au même dénominateur, nous aurons sous le radical le pro- 
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duit de deux trinômes en t. Déterminons p et q de façon que ces 
trinômes ne contiennent pas de termes du premier degré en t : 
nous aurons les deux équations 



(II) 


( pq -+- m(/?-+-^)-+- n = o, 


1 PI-^ î^(/>-^y)-+-v =o, 


qui donnent 






n — V mv — nu 




^^^-(x-m' '^''- ii-m 



Les quantités /> et q sont donc racines d'une équation du 
second degré; pour qu'elles soient réelles, il faut et il suffît que 
la quantité 

A = (/i — v)* — 4(k — ni){m^ — /ifi) 

soit positive. Nous allons vérifier que, si le polynôme du qua- 
trième degré en x n'est décomposable que d'une façon en fac- 
teurs réels du second degré A, est positif; et que si cette décom- 
position est possible de plusieurs façons, on peut toujours la faire 
de telle manière que A soit positif. En effet, appelons «, 6, c, d 
les quatre racines de ce polynôme, a' et 6 étant les racines de 
rr2-f-2/wx+^, c ei d celles de ^^ + 2 (xa: -H v. On a 

a/?î= — (rt-i-^), n = abf 2|jl = — (c ^- rf}, v = cc^. 

Substituant dans A, on trouve 

A = (a ^ c){a — d){b — c){ù — d). 

Si a, b, c, d sont imaginaires, a et 6 sont conjugués, c cl d aussi ; 
A est positif. 

Si a et b sont réels, c eld imaginaires conjugués, A est positif. 

Si les quatre racines sont réelles, on peut décomposer le poly- 
nôme du quatrième degré en x de trois façons différentes en deux 
facteurs réels du second degré : supposons qu'on ait fait la décom- 
position de façon que a > 6 > c > rf; alors A est positif. 

Ainsi, dans tous les cas, après l'introduction delà nouvelle va- 
riable /, y prend la forme 



^,^ v/A(.»-._a)y-HP) (^, „, 3, ,3„, ,,,,,). 
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et l'inlégrale 



^>rfx 



devient 



r s(x) 
' y 

(P_±ll\ 



■/. 



On la ramènera à la forme canonique de Legendre par une des 
transformations indiquées dans le numéro précédent. 

Remarque , — Si Ton considère x comme l'abscisse d'un poini 
sur une droite, la détermination des valeurs Ae p el q revient à la 
recherche des abscisses des points qui divisent harmoniquement 
les deux couples de points ayant pour abscisses les racines des 
deux trinômes 

x^-^Ti/nx -h Hf a?* 4- 2 fJi a; -f- V . 

15i. Cas où le polynôme sous le radical est du troisième degré. 
— Si l'on a une intégrale elliptique 

^S(x)dT 



/- 



y 

avec 

y = ^ax'^-\- 36^7* -h 3ca7 -i- d^ 

on peut encore, par une substitution réelle, ramener cette inté- 
grale à la forme canonique de Legendre. Le polynôme sous le ra- 
dical ayant toujours une racine réelle a, il suffit de faire 

a: — a = /«, 

pour être ramené à une intégrale dans laquelle figure la racine 
carrée d'un polynôme bicarré en t, 

Mais, dans ce cas, il est plus simple d'employer la forme nor- 
male de M. Wcierstrass, comme on le verra dans le Chapitre sui- 
vant. 



CHAPITRE Vm. 

RÉDUCTION A LA FORME NORMALE DE M. WEIERSTRASS. INVERSION. 



I. — Le POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU ): 1 

i55. Réduction à la forme normale. — Soit à calculer l'intégrale 
— ^L ^ f où X est un polynôme du troisième degré 

Si nous eflfectuons dans X la substitution 

X = niz -h n, 

nous pourrons disposer des constantes m el n de «façon que le 
poljnome Z transformé de X soit de la forme 

^2 el gz désignant des coefficients constants. On reconnaît immé- 
diatement qu'il suffit de poser 

b 



n = 

a 



et 

On voit alors que l'on est ramené à considérer une intégrale 

S(z)dz 



__ r S(z)dz 
J \l\z^^ gtZ^i 



1 

•^3 



S(;;) désignant une fonction rationnelle de z. On dit qu'une in- 
tégrale de cette forme est de la forme canonique de M. Weier- 
strass. 
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Si Ton pose ensuite 

dz 



r dz 

u— I . 



on en lire, en faisant l'inversion, 
et l'intégrale elliptique I devient 



= / S(pM) duy 



S(ptt) étant une fonction rationnelle de pu. On calculera cette 
intégrale par la méthode de décomposition en éléments simples, 
comme on l'a expliqué au n'* 50. 

Les périodes de la fonction pw se calculent d'après les formules 
du Chapitre VI. 

156. Remarques sur l'inversion. — Nous avons vu, dès le début 
de cet Ouvrage, que, si l'on construit la fonction pu avec deux 
périodes arbitraires aco et 2w' de rapport imaginaire, cette fonc- 
tion z = pu vérifie une équation de la forme 



g2 Gt gi étant des constantes définies en fonctio n des périodes 
par certaines séries. Inversement, étant donnée une équation de 
cette forme où g^ et gz ont des valeurs déterminées choisies 
arbitrairement, on peut toujours construire une fonction 
p("> §2^ gz vérifiant cette équation. Cela résulte, comme nous 
Tavons dé à remarqué au n® 34, de ce que la fonction du est re- 
présentée par une série entière en w, g^^ gz convergente quelles 
que soient ces quantités et que la fonction 

z ^pu - -^ - 

vérifie 'é quation (i) quels que soient g2 et ^3. 

Nous allons rappeler comment, g2 et g^ ajant des valeurs 
réelles quelconques, on p eut calculer une paire de périodes pri- 
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mitives de pa et vérifier que la fonction pw, construite avec ces 
périodes, satisfait bien à Téquation (i). 

Premier cas ; Discriminant positif. — Supposons que dans 
Téquation 

g2 Cl gi soient réels et que le discriminant du second membre 
A = ^J — ^^75^3 soit positif. Les racines e^^ ^2, es sont réelles. 
Déterminons les valeurs to et w' par les égalités 



(2) (1)=/ = 

(3) j = f 



-e, ^^Z^—gtZ-^gz 



de sorte que co et -r- sont des quantités réelles et positives, et 
construisons la fonction pu qui admet pour périodes primitives 



Celte fonction pu satisfait à une équation différentielle 

4^3— G2>5 — G3, 



.du) '■ 



dans laquelle G2 et G3 ont des valeurs réelles rendant le discri- 
minant G\ — 270*^ positif. Il s*agit de démontrer que l'on a 

Pour cela, rappelons que les demi-périodes (o et co' de la fonction 
pu peuvent se déduire des coefficients deTéquation différentielle 
vérifiée par cette fonction au moyen des égalités 



»".r 






T=/ 



-\- «0 



Le, /4«'-G,5-f-G3 

en désignant par E| la pliis grande et par E3 la plus petite des 
racines du polynôme 4^' — G2 3 — G3. En comparant ces ex- 
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pressioQs de (o el de -r aux intégrales (a) et (3) qui ont servi de 
déiiaition à ces quantités, on est conduit aux égalités 

r^' dz ^ r-^' dz 

r^* dz ^ /•"■- ds 

Mais, diaprés le raisonnement fait au n" 141, les égalités pré- 
cédentes exigent que Ton ait 

Ei=ei, Ej=ej, £3=^3, 
et, par suite, 

G% = gij Gi=gi, 

Donc l'équation diflerentielie donnée est vérifiée par la fonc- 
tion pu qui admet pour périodes primitives 2(0 et 2(0', (o et -r- se 

déduisant des coefficients de Téqualion donnée à l'aide des inté- 
grales (2) et (3). 

Deuxième CAS : Discriminant négatif. — Étant rfo/i/i^V l'équa- 
tion différentielle 

dans laquelle g^ et g^ sont réels, et tels que Ton ait 

^ = gl — '^ygl < «' 

nous allons construire une fonction pu vérifiant cette équation 
différentielle. 

Soient €2 la racine réelle, ^i, e^ les deux racines imaginaires 
conjuguées de 4 ^' — g-i ^ — é^a = ^^ î posons 



puis 



dz 

— » 

\/W—gi^—g3 

^1 ^ f'' _ dz 

* */_e, s/\z^—gtZ-^ g^ 



(Uj — (0, IO1-+-W, 
0,,= -± «, u>s=: -^ ij 

a 2 



RÉDUCTION A LA FORME NORMALE bE M. WEIBRSTRASS. 25l 

et conslruisoDS la fonction pu qui admet pour périodes primitives 
Cette fonction pu satisfait à une é quation différentielle 

les périodes a (t)|, 2(1)3 étant imaginaires conjuguées, on sait que 
G, et G3 sont réels et que le polynôme ^z^ — G^z — G3 admet 
une seule racine réelle : soient E2 la racine réelle, £| , £3 les ra- 
cines imaginaires conjuguées de ce polynôme; de plus, on a 

dz 



■=x. 



V' 4 ^* — G^z — G3 
dz 



Ei /4'S' — GîZ -h G3 

Il s'agit de démontrer que G2 et G» sont égaux respectivement 
î* 5^2 et ^3. 

D'après ce qui précède, on doit avoir 

dz r^* dz 



r - 



et 



r^" dz /•"" dz 

Mais nous avons vu (n° 139) que ces égalités ne peuvent avoir 
lieu que si Ej, E,, E3 sont égaux respectivement à eo, ei, ej et 
par suite si l'on a 

Donc la fonction j)w que nous avons construite avec les pé- 
riodes 2w,, 2(03 satisfait à l'équation différen tielle donnée. 

Il- — Lk POLYNOME sous LE RADICAL EST DU QUATRIÈME DEGRÉ. PrHMIER 
MODE DE RÉDUCTION OU l'oN NE SE PRÉOCCUPE PAS DE LA RÉALITÉ. 

On a déjà donné n° 152 une méthode pour faire l'inversion de 
rintéfîrrale / , en se servant des fonctions de Jacobi. Mais, 
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pour appliquer celte méthode dans le cas général, il faut décom- 
poser F(.3) en un produit de deux facteurs du second degré, ce 
qui conduit à résoudre une équation du troisième degré. Il y a 
intérêt à éviter cette question auxiliaire, surtout lorsque le poly- 
nôme du quatrième degré F{z) n'a pas ses coefûcienls numé- 
riques et contient des constantes arbitraires, comme cela se pré- 
sente souvent dans les problèmes de Mécanique. Cette difficulté 
se trouve écartée quand on fait l'inversion en se servant des fonc- 
tions de M. Weierstrass. 

157. Cas particulier. — Parmi les formes diverses que peut 
prendre la formule d'addition de la fonction pw, nous avons ob- 
tenu la suivante (n® io) 

' '2 Ou \ pu — pV / 

Si donc on pose 

2 pu — J) ^' 

en regardant ç comme une constante et t comme une fonction de //, 
cette fonction vérifie l'équation différentielle 

(£)' = [''"-''("+''>''• 

Nous allons exprimer le second membre en fonction de l et vé- 
rifier qu'il est un polynôme du quatrième dt^gré en t. 

Dans tout ce qui suit nous rendrons les résultats plus faciles à 
retenir en employant une représentation géométrique. 

Considérons la cubique 

décrite par le point de coordonnées 

cubique étudiée aux n"* 58 et suivants. Coupons cette courbe par 
une sécante passant par un point fixe P de paramètre v et un 
point variable de paramètre m; le coefficient angulaire de la sé- 
cante est 

p' u — p'v 

pu — pv 
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et le troisième point d'intersection a pour paramètre — (w -f- i^) 
(n®60). Mous avons obtenu dans le n° 60 des formules qu'on peut 
écrire, en y remplaçant a par 2 /, 

[pu — pv][p{u-^v) — p(v)]= ^(pV — u/p'v); 

ces identités montrent que pu — pç etp(w-t-i^) — pç sont ra- 
cines d'une équation du second degré ayant pour coefficients des 
polynômes en t. En élevant la première au carré et en en retran- 
chant le quadruple de la seconde, on a 

[pu — p(w-hP)]»= (t*—3pV)^—2{p''v — 2tp'v), 

et l'équation dilTérenlielle que vérifie t peut s'écrire 

[0. 



(£)•=/" 



en posant 

Les racines de ce polynôme /(/) sont les moitiés des coefficients 
angulaires des tangentes menées du point P à la cubique; en elTet, 
si t devient égal à une de ces racines, on a pu=zp(^u 4- v)y et 
la sécante de coefficient angulaire 2/ coupe la cubique en deux 
points confondus. 

En résumé, si t est défini en fonction de 11 par l'équation 

du = 



t peut s'exprimer en fonction uniforme doublement périodique 
de u par la formule (i) et il en est de même de \lf{t)^ qui est 
égale à - - • On exprime ce résultat en disant qu'on a résolu le pro- 
blème de rinversion pour le polynôme f{t). Ce polynôme du 
quatrième degré en t ne renferme pas de terme en /' et contient 
trois constantes arbitraires, qui sont l'argument v et les deux inva- 
riants g2 et g^ de la fonction p. 

Nous allons voir que, si le polynôme sous le radical est un po- 
lynôme du quatrième degré quelconque, on peut toujours, après 
en avoir fait disparaître le terme en /', l'identifier avec f{t). Le 
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cas particulier que nous venons de traiter nous donnera donc la 
solution du problème de l'inversion pour un polynôme du qua- 
trième degré quelconque. 

158. Le cas général ramené au cas particulier précédent. — 
Soit un polynôme donné du quatrième degré 

débarrassé du terme en t^.En Fidentifianl avec le polynôme /(7) du 
numéro précédent, on trouve, en vertu de 2p"ç=^\2p^ç — g2f 

pp = — a,, p'p = a3, ^j— 3p*v = a4. 

La dernière de ces égalités peut être remplacée par la suivante 

et Ton voit que les trois constantes pr, p'v et ^2 se trouvent dé- 
terminées. La valeur de g^ peut se déduire de l'équation 

elle est égale à 

On a donc, pour identifier les deux polynômes, les relations 
concordantes 

Ces relations définissent les deux invariants ^2 et g^ et l'argu- 
ment constant i>. 

Si le polynôme donné est un polynôme F (5) renfermant un 
terme du troisième degré 

F(;:) = aoZ*-l-4«i^'H-6aj5'-+- 4 «3^-4- «4, 
on fera disparaître le second terme en posant 

- = '-?:' 

on a alors 
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011 

'*= ai ' "= ai ' 

a^aj — 4 aj ai as H- ôaoaja} — 3 a} 
«*= Tt 

"0 

On trouve enfin, pour ^2 et ^3, les expressions suivantes 

"0 
T 

en posant 

S = aoa^ — 4ûfiaj-H 3a|, 

T = aoa]a4+ ^aiajas — aj — aoaj — a\ a^. 

Remarque, — S et T sont les invariants du polynôme 
ao>s^-+- 4^^1-5'-+- 6ai«*-r- 4«3'2 4- a*. 

Si l'on calcule les valeurs particulières de S et de T pour le po- 
lynôme 

f(t) = t^--ùt^pw -+- 4/pV -h gt— 3pns 

on trouve g 2 et g^. 

On obtiendrait donc immédiatement les relations donnant g., 
et g3 en égalant les valeurs des invariants des deux polynômes 
que l'on veut identifier. 

Les expressions dept^ et de p'v en fonction de ao, «i, «2, «3, 
«4 s'obtiennent de même en remplaçant a2, as, 0^4, par leurs va- 
leurs; on peut alors énoncer la règle suivante : 

159. Règle. — Soit F (s) un polynôme du quatrième degrt* 
quelconque 

F(z) = ao«^-+- 4<2i^'-t- 6a2^*-f- 4«3 5 -+- av, 

et soient S et T les fonctions suivantes des coefficients de ce po- 
lynôme 

S = a^a^ — 4^i^3'+' 3a5, 

T = ajata^-h 2 ai a] as — a| — aoaj — <i]ak. 
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Si l'on prend les fondions elliptiques ayant pour invariants 

S T 



g%= -i^ s%- 



•o 



et un argument constant v défini par les égalités 
et si Ton pose 






ai 1 p u^p V 

A» =■ H > 

«0 1À pu — pv 

on a 

y/F{z)= )/ao[pu — p(u-{-v)] 
puis 



I , dz 

-— . du = -— r^_ , 






ce qui donne la solution du problème de l'inversion pour le poly- 
nôme du quatrième degré F(z), 

A un point de vue géométrique, ces formules peuvent aussi 
s'interpréter comme il suit : 

Si l'on considère la courbe du quatrième ordre 



les coordonnées Z et 5 d'un point de cette courbe peuvent s'ex- 
primer en fonctions uniformes du paramètre u par les formules 

«t . I p 'u — p'v 

Z =z 1 , 

ao ^ pu — pv 
Z = v/ôi [pu — p{u -H v)]. 



ni. — Inversion en quantités réelles. Discriminant positif. 

160. Expression elliptique des racines d'un polynôme du qua- 
trième degré. — D'après ce qui précède, étant donné un polynôme 
du quatrième degré 

si l'on pose 

z =z 1 , 

Oq 1 pu — pv 
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les Invariants des fonctions elliptiques ejt l'argument constant p 
étant convenablement choisis, le polynôme F(^) prend la forme 

F(«) = ao[pM — p(a-h p)]*. 

Cette forme permet de trouver simplement les valeurs de l'ar- 
gument u qui correspondent aux racines de F(^). Pour Tune de 
ces valeurs, on doit avoir 

ptt — P(m-+-p) = o, 
ou bien 

u-h V =àzu-h 2/nco -H 2nco', 

m et 71 étant des nombres entiers. On ne doit pas prendre le 
signe -hj puisque s? n'est pas un multiple des périodes. En prenant 
le signe — , on trouve 

u=. hmto-+-/ia), 

2 

et il suffit de considérer les quatre valeurs suivantes de u : 

ao = > "1 = H- (D, Wt = hCD-hO), Wjr= hU)'. 

2 2 2 2 

161 . DisouBsion relative à la réalité des racines. Cas où le dis- 
criminant est positif, — Nous supposerons dans ce qui suit que 
les coefficients de F(^) sont réels, de sorte que, lorsqu'on fait 
rinversion, g2 et g^ sont réels. De plus, nous nous limitons pour 
le moment au cas où le discriminant est positif. La courbe 

se compose d'une ovale et d'une branche infinie. Les valeurs 
de pç et p'v étant réelles, p est le paramètre d'un point réel de la 
courbe. L'une des périodes <o est réelle, l'autre w' purement ima- 
ginaire. 

Les arguments Uq, u^, u^^ 2/3 sont les paramètres des points de 
contact des tangentes menées à la cubique x=::pu, y=z p'u par 
le point de paramètre (^; les valeurs correspondantes de . 

2 pu — pif 
sont les demi-coefficients angulaires des quatre tangentes, et l'on 

A. ET L. 17 
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Toit, en se reportant à l'expression de z en fonction de u^ que le 
nombre des racines réelles de F(^) est égal au nombre des tan- 
gentes réelles qu^on peut mener à la cubique par le point de para- 
mètre f^. 

Nous avons vu (n^ 63) que les quatre tangentes sont ou toutes 
réelles, ou toutes imaginaires suivant que le point v appartient à 
la branche infinie ou à Tovale, c'est-à-dire (n^ 63) suivant qu'on 

a à la fois 

pp>o, pV>o, 

ou que l'une au moins de ces inégalités n'est pas vérifiée. 

D'après la valeur de p(^ en fonction des coefficients du poly- 
nôme, on peut énoncer ce résultat ainsi : 

Dans le cas du discriminant positif, le polynôme F(z) a ses 
quatre racines réelles, si l'on a à la fois 

a} — aoai>o, I2(aî — ajat)^— Saî> o. 

Si l'une de ces inégalités n'est pas vérifiée, le polynôme a ses 
quatre racines imaginaires. 

Les quatre racines rangées par ordre de grandeur. — Dé- 
signons par 

Zot Zli «Si, ««s» 

les valeurs de z et par 

'Oi ^l> ttf ti 

les valeurs de t qui correspondent aux arguments 

I/o, Ml, Mt, Mj. 

Dans le cas où les quatre racines sont réelles, les quatre valeurs 
de z sont rangées dans le même ordre que les valeurs correspon- 
dantes de t. 

Or on peut voir sur la figure {fig* 20) dans quel ordre sont 
rangés les coefficients angulaires des quatre tangentes menées du 
point P de paramètre p, en remarquant que chacune de ces tan- 
gentes n'a d'autre point sur la courbe que le point P et son point 
de contact. En supposant 

o < p < to, 

on voit {fig' 20) que les valeurs de t sont rangées dans l'ordre 
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suivant 

to>h>tt>ti, 
et, par suite, on a 




162. InYersion en quantités réelles. — Supposons que Ton ait 
fait rinversion de Tintégrale 

r dz 

par la méthode des n°' 158 et 159. Cherchons quelles valeurs de u 
l'on doit prendre pour que z et ^¥{z) soient réels tous les deux. 

1® Cas où les quatre racines sont imaginaires. — Alors F(^) 
est toujours du signe de aQ. Si donc «o est négatif, ^F{z) n'est 
jamais réel en même temps que z. Si ao est positif, il suffit que z 
soit réel pour que ^F(z) le soit, c'est-à-dire que 

2 pu — pV 

soit réel. Or, puisque les quatre racines sont imaginaires, le 
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point P, de paramètre p, appartient à l^ovale. Si nous menons par 
ce point P une sécante de coefficient angulaire ar, cette sécante 
rencontre toujours, quel que soit tj la courbe en un autre point 
appartenant à Tovale et en un point appartenant à la branche in- 
finie. En d'autres termes, à une valeur réelle de t correspondent 
pour u une valeur réelle et une valeur de la forme a + co', a étant 
réel. 

Ainsi, quand les quatre racines sont imaginaires, il n^y a 
de solution que si a© est positif; on doit prendre alors u réel 
ou u — <!)' réel. 

2° Cas où les quatre racines sont réelles. — Le point de 
paramètre i^ est alors sur la branche infinie de la cubique, comme 
dans Xdijig. 20. 

L'argument v peut alors être supposé réel et compris entre — co 
et<o(n<>63). 

Nous ferons la discussion en supposant 

O < t^ < 0), 

ce qui est d'accord avec la figure, et nous écrirons 

¥{z) = ao(-5 — z^){z — zi){z — zt){z — 5,), 

les racines se succédant dans le produit suivant l'ordre de grandeur 
décroissante. 

Soit d'abord ao>o. Comme z est supposé réel, pour que 
y/F(5) le soit, il faut que z vérifie l'une des inégalités suivantes : 

Z>Zq, «»>^>«1, Z<Zu 

ou bien que t vérifie l'une des suivantes 

t>to, t^>t>tt, <</,. 

Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous 
menons par P une sécante de coefficient angulaire t et si Ton a 

t>io ou /<^i, 

les deux points variables d'intersection appartiennent à la branche 
infinie : les valeurs correspondantes de u sont réelles. Si Ton a 

ti>t>tty 
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les deux points variables d'intersection apparliennent à l'ovale et, 
pour chacun d'eux, u — w' est réel. Ainsi, quand Uq est positifs 
on doit prendre u réel ou bien u — to' réel. 
Soit maintenant ao<C o, on doit avoir 

to>t>ti ou tt>t>t^. 

Si l'une ou l'autre de ces inégalités est vérifiée, la sécante 
menée par P et dont le coefficient angulaire est 2 ^ ne rencontre plus 
la courbe; les abscisses des deux points variables d'intersection 

doivent être imaginaires conjuguées. Or, si nous posons u=a'-hbi^ 
a et b étant réels, la formule d'addition montre que p(a-f-60 
et p(a — bi) sont imaginaires conjugués; il faut donc que Ton ait 

p(v -ha H- bi)= p{a — bi) 
OU bien 

p -f- a -H bi = zt(a — bi)-^ 2/na) -h anw', 

m et n étant des nombres entiers. On ne peut pas prendre le 
signe +, car, en égalant les parties réelles, on trouverait 

V = 2/nco, 

ce qui n'a pas lieu; on doit donc prendre le signe — et l'on a, par 

suite, 

p-h aa = 2/nu) -H-^nco'; 

n doit être nul, puisque v el a sont supposés réels, et l'égalité 
peut s'écrire 

o = h /ncu, 

2 

où il suffit de considérer pour m les valeurs o et i . 

Nous trouvons donc, comme condition nécessaire, que u doit 
être de l'une des formes suivantes 

u— — - -H «^, M = h (i> -H i6, 

2 2 

b étant réel. Nous allons vérifier que cette condition est suffisante. 
On voit d'abord que, si u ql l'une des formes précédentes, l est 
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réel. Ed effet, on a, d'après rinterprétation géométrique de tj 
comme demi-coefficient angulaire de la sécante, 

Si 

U = h 10, 

2 



u, = -(l^ià^==-l-ib; 



u et Ui sont imaginaires conjugués; il en est de même de p a et 
de pUif puis de p' u et de p^u^ : donc t est réel. Si 

a 5= — - -H o) -H w, 
2 

Ml = — ( h (I) -f- i6 J, 

^ -1. 

M|-h2CU= — - -H (i> — «O. 
2 

Donc pu el pUi d'une part, p'u et jî'mo d'autre part, sont ima- 
ginaires conjugués, t est encore réel. Dans les deux cas, la sécante 
de coefficient angulaire a t^ menée par P, rencontre la cubique en 
deux points imaginaires. Il faut donc que l'on ait 

to>^>h ou h>t>ti. 

Donc enfin, pour une valeur de u de l'une des deux formes consi- 
dérées, z et y/F(-s) sont réels tous les deux. 

Ainsi, dans le cas où les quatre racines sont réelles et où a© 
est négatif, on doit prendre u-h - ou bien a H îù pure- 
ment imaginaire, 

La démonstration a été faite en supposant o < ç^ < <o. Le résultat 
est encore vrai si i^ est compris entre o et — <o. 

163. Résumé. — Le discriminant étant positif, si l'on veut que 
z et ^F{z) soient réels tous les deux, la forme de l'argument u 
est donnée par la règle suivante : 

I® Les quatre racines de¥{z) sont imaginaires. — Si a^ est 
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positif, OQ doit prendre u réel ou bien u — (o' réel ; si Uq est né- 
gatif il n'y a pas de solution. 

2** Les quatre racines de F (s) sont réelles. — Si a^ est po- 
sitif, on doit prendre u réel ou bien u — w' réel. Si a^ est négatif, 

on doit prendre « 4- - ou bien u-\ <o purement imaginaire. 

Ces cas i® et 2^ sont les seuls qui peuvent se présenter quand 
le discriminant est positif. 

IV. — Inversion en quantités réelles. Discriminant négatif. 

164. Racines de F(2). — Soit, comme précédemment, le poly- 
nôme du quatrième degré à coefficients réels 

F(-5)= ao^*-+- 4«i'«*-H 6at-2'-+- ^a^z -h ^4. 

Les quantités ^2 ^^g% étant calculées comme plus haut en fonction 
des coefficients de ce polynôme, nous supposons maintenant le 

discriminant ^2 — ^75^3 négatif. 

Nous désignerons, comme au n® 132, par (Oi et (U3 un couple de 
périodes primitives de la fonction jj, périodes que l'on peut sup- 
poser actuellement imaginaires conjuguées 

2U)i=(t>i — to',, 2 h)) = (Jt>t + (!>', , 

(Oa désignant une quantité réelle et o)^ une quantité purement 
imaginaire. 

On voit immédiatement, comme au n° 160, que, si l'on pose 

ao a ptt — pc 

les invariants de la fonction p et l'argument constant p étant con- 
venablement choisis, les racines du polynôme F(^) correspondent 
aux arguments 

Nous supposons que les coefficients de F(^) sont réels; alors 
les quantités qui ont servi à définir p(^ et p' s^ sont réelles, et l'on 
peut toujours supposer v réel et compris entre — <0a et (Oq. 



'i64 CHAPITRE VIII. 

Oa voit donc que F(z) a deux racines réelles correspondant 
aux arguments 

Ko = * Ui = HCDj, 

2 1 

et deux racines imaginaires conjuguées correspondant aux argu- 
ments 

— P -4- (Dt — Cl)'. — f -+- C0« -4- col 

Wl= '9 «3= ^• 

2 2 

Si l'on considère la courbe 

a: = pu, y=zp'u, 

précédemment étudiée (n® 142), on sait que cette courbe n'a pas 
de points réels en dehors de la branche infinie représentée sur 
\^fig* 19. Le point P de paramètre v est un point de cette branche. 
Par ce point on peut mener à la courbe deux tangentes réelles. 
Les demi-coefficients angulaires de ces tangentes sont les valeurs 
que prend le rapport 

2 pu — pv 

pour u= u^ el u=z 2/3, valeurs que nous désignerons par ^0 6t t^* 
Dans la discussion qui va suivre nous supposerons 

o < p < co, ; 
on voit alors sur \di fig, 19 que Ton a 

et Ton en conclut 

165. Inversion en quantités réelles. — Cherchons quelles va- 
leurs de u il faut prendre pour que 2 et y/F (z) soient réels tous les 
deux. Comme on a 

F(«)=ao(^ — ^g)(z — «i)(z — ^tX-s — ^3), 

et que z^ et^s sont imaginaires conjugués, il suffit, si z est déjà 
réel, que l'on ait 

i"* Supposons d'abord que a^ est positif : il faut que z vérifie 
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l'une des inégalités 

z "^ zq ou z <i z% 

et par suite que t vérifie l'une des inégalités 

/ > /o ou ^ < ^i; 

une sécante, menée par P et dont le coefficient angulaire est égal 
à 2/, rencontre alors la courbe en deux points réels. 

Donc si «0 est positif, on doit prendre u réel. 

2^ Supposons maintenant que ao est négatif; t doit vérifier la 

double inégalité 

ti<t<to; 

la sécante, menée par P et dont le coefficient angulaire est égal 
à 2^, ne rencontre plus la courbe. Les abscisses des points va- 
riables d'intersection 

puy piu-^v) 

doivent être imaginaires conjuguées. C'est cette condition qui, 
dans le cas actuel, va nous déterminer la forme de u. 

Posons M = a -f- 6«, a et b étant réels p{a 4- bi) et p(a — bi) 
sont des quantités imaginaires conjuguées : on le vérifie à l'aide de 
la formule d'addition. On doit donc avoir 

p(p-+- a •+■ bi)= p(a — bi) 
et, par suite, 

PH- a-h 6« =±(a — 6t)-+- amcot-h 2/1(05. 

Prenons d'abord le signe — ; l'égalité devient 
aa + p = amcDt-f- 2n(«)j 

= /W(U)t— U)i)-f- /l(cU|+(()^). 

Comme a et t' sont réels, on doit avoir /i = m, et l'égalité résolue 
par rapport à a devient 

2 "' 

il suffit de donner à m les valeurs o et i. Pour m = o, m + - est 

' 2 

purement imaginaire. Pour m=i, u H — est égal à une quantité 
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purement imaginaire augmentée de (o,. Mais ce cas rentre dans le 
précédent si l'on remarque que (n® 135) 

p(cu|-+- u)= p(wi-f- u). 

Réciproquement il est facile de vérifier que, pour un argument u 
de la forme 

M = hiO, 

où b désigne un nombre réel, t est réel et compris entre t^ et ^2. 
En effet, puisque 2^ est le coefficient angulaire de la sécante allant 
du point P dont le paramètre est p au point dont le paramètre est u, 
on a 



i p u — p Ui , . 

2pU — pUi 



Si Ton prend 



on a 



^ -1. 

« — ï+'*' 

et Ton voit que pu et put d'une part, p'u et p^Ut d'autre part, 
sont des quantités imaginaires conjuguées. Donc t est réel. De 
plus la sécante menée par P et de coefficient angulaire 2 f , rencon- 
trant encore la courbe en deux points dont les abscisses sont des 
quantités imaginaires, t est nécessairement compris entre ^0 ^^ h' 
Donc à une valeur de u de la forme considérée correspondent 
des valeurs réelles de z et de ^¥{z). 

Nous avons choisi le signe — dans l'égalité exprimant que pu 
e\.p(u->rv) sont imaginaires conjuguées. En choisissant le signe 4- 
dans la même égalité, on serait conduit à des arguments pour les- 
quels pu et p{u-\- v) seraient bien encore des quantités imagi- 
naires conjuguées, mais ne rendant pas réels z et y/F(5). 

Ainsi, quand Oq est négatif, il faut prendre u -+- -purement 
imaginaire. 
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166. Résnmé. — Pour que z et yFjz) soient réels tous les 
deux : 

Quand a^ est positif, il faut prendre u réel ; 

Quand Uq est négatif, il faut prendre u-h 7 purement imagi- 
naire. 

y. — MÉTHODB DE M. HbRMITB. 

167. Méthode générale. — M. Hermite a donné le moyen de 
ramener à la forme canonique adoptée par M. Weierstrass une in- 
tégrale / -r=z dans laquelle X désigne un polynôme général du 

quatrième degré. Nous indiquerons, à titre d'exercice, cette mé- 
thode dont nous n'aurons pas à faire usage. Soit 

un polynôme et H le hessien de ce polynôme, 

H =(ao«î — a})a7*-f- 2(aoa3 — aia%)x^ 

-f-(aoa4 4- 2^1 aj — 3a|)a7*-h 2{aia^ — atas)rp + aja^— a|. 

Si l'on pose 



?- " 

^--x' 



on aura 



/ dx _ r d^ 



S et T désignant les invariants du polynôme X 

S = «oûf* — 4^i^5'+" 3a|, 

T = aoasa4+ 2aiaias — a| — ao«* — «î^*» 

Pour s'en assurer, il suffit de substituer ^ dans l'intégrale du 
deuxième membre et d'admettre l'identité suivante, facile à vérifier 
quand le polynôme X est bicarré, 

-K-?)'-K-x)-]-<". 

en désignant par 4 J le jacobien des poljoomes X et H 

ox dx 
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Cas particulier . — Ainsi on vérifiera aisément que l'on a 

en posanl 

Cela résulte des idenlités 

(H-mX)(H+ Î^xVh+ '^x) 

I /^dH tjdX\ gm*— I , , ., , . 
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APPUCATIONS DIVERSES TRAITÉES AVEC LA NOTATION 
DE M. WEIBRSTRASS. 



I. ~ Courbe élastique pune et sans pression. 

168. Mise en équations. — Nous avons déjà traité cette question 
au n^ 126 à Taide des fonctions de Jacobi ; nous allons la reprendre 
en nous servant des fonctions de M. Weierstrass et nous en pré- 
parerons Inapplication au cas du prisme droit chargé debout. On 
pourra, de cette façon, comparer les deux systèmes de notations 
en les appliquant à un même exemple. 

L'équation qui donne la forme de la courbe élastique dans la 
position d'équilibre contraint et qui a été obtenue au n^ 126 peut 
s'écrire avec un changement de notation 

(I) i=2G4, 

p a« 

C désignant un coefficient positif et a la mesure d'une longueur 
que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont liées à la con- 
stante c employée au n** 126 par la relation 

On trouvera, à la page suivante, un Tableau de formules que 
l'on passera à une première lecture : ce Tableau donne le résumé 
des formules établies dans ce paragraphe. 



370 CHAPITRE IX. 

Tableau de formules. {Courbe élastique plane et sans pression.) 

(I) -!-=2C^, 

^ ' p a* 

-r-T- = — sin -;- = sin 6, 

as* as p 

a 2 p M — et 

(5) (pw — «i)[p(M-HWi)— et] = (*i — et)(«8— «i), 

(6) (pw — e,)-i-[p(a-4-co,)— c,]= ^-.3<?,, 

(S-?)'-éi-i(ï)'. 

(9) adu = Cids, 

(lo)et(ii) i ^ = ^— 3e,= pK + p(M-4-<û,)-a«f, 

(la) — = »■(!;« + Ç(« + ti>i)+a«ei]-4-con»t., 

(13) u ^+ù, 

(14) adt = Cds, 



(i5) 



(16) 



(«7) 



CI -i / CUt . \ 



y—Yo I *^ 2 



%(û)-p? 
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169. Intégration par les fonctions elliptiqaes. — La relation (i) 
peut être considérée comme une équation différentielle du second 
ordre de la courbe. Nous allons intégrer cette équation. En dé- 
signant par s Tare de la courbe compté à partir d'une origine fixe 
et par Q l'angle de O x avec la tangente supposée menée dans le 
sens qui correspond aux arcs croissants {fig* i4j p* i84), on a 

dx ^ dy 

-T- = cos6, --^ =— sin6. 

as as 

De la première égalité l'on déduit, par différentiation, 

-j-r =— sin6-7-» 
ds^ ds 

puis, en remplaçant sin8 et -j- = - par leurs valeurs, 

d^x _ ^ ^ 
ds^ '~'^a^^~ds' 

Intégrons, ce qui donne 

D désignant une nouvelle constante, et portons l'expression ainsi 
obtenue de ^- dans la relation 

(S)"=-(è)'' 

il vient 

($)■— («^:-»)'- 

170. Inversion. — En remarquant que le polynôme du qua- 
trième degré dont on veut faire l'inversion est bicarré, on est con- 
duit à appliquer de la façon suivante la méthode donnée au n° 157. 

Posons, en adoptant les notations du Chap. VI, § i, 

(4) y^-i-p^i!-, 

^^ ^ ai pu — et 

on sait que l'on a 

(5) (pw — e,)[p(a-+-a>2) — ej] = (<jj— Ci)(c, — e,), 

(6) (pM — Cj)-+-[p(M4-u),)— «ï]= ^ —3c, 
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et, par suite, 

(7) (fî-3«t)*-4(«i-«i)(«t-«8) = [p(tt-Hw,)-pa]«=^(^^y- 

Pour identifier le polynôme du quatrième degré qui forme le 
premier membre de cette égalité avec le second membre de l'éga- 
lité (3), nous mettrons cette égalité (3) sous la forme 

(ë-ë)'-é=-d-.(f)^ 

et il nous suffira ensuite de poser 

On voit que e^ — e^ et e^ — €2 sont les racines d'une équation du 
second degré dont le discriminant est 

Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D^^ i. On 
reconnaît aisément que cette inégalité doit être vérifiée si la courbe 
présente un point d'inflexion, comme cela a lieu pour le prisme 
droit chargé debout : en effet, pour que p puisse devenir infini, il 

faut que y puisse s'annuler sans que -^ devienne imaginaire , 

c'est-à-dire, d'après (8), queD^ — 1 soit négatif. Cette hypothèse 
correspond au premier cas du n® 126. Alors, €2 étant réel, Ci eie^ 
sont imaginaires conjugués; on peut prendre, comme périodes pri- 
mitives de la fonction pu, deux quantités imaginaires conjuguées : 
nous les désignons par coi et 0)3 et nous conservons les notations 
du § I, Chap. VI. 

Ayant ainsi identifié les premiers membres des égalités (7) 
et (8), nous avons 

et par suite 

(9) adu = CîdSf 
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en supposant convenablement choisi le sens dans lequel l^arc s 
est compté. 

Dans l'égalité (2) remplaçons ds par -r-du et ^ par sa valeur 
— 3^2, il vient 

(10) - =^^3et 

a au a* 

et, en tenant compte de la relation (6), 

(11) ^ ^ =pM-f-p(M-+-(D,) — ae,. 

On a immédiatement Tintégrale du second membre et Ton trouve 

X 

(12) - = t[Ça-f- Ç(a-htO|)-h 2aej] -h const. 

171. Nature de l'argument. — Voyons comment doit varier u 
pour quej^eti/i — fG~--hDj soient tous les deux réels. 
La relation déjà établie 

adu = Cids 

montre que u est nécessairement imaginaire. Posons 

u = h -h it, 

h et t désignant des quantités réelles. 
On a trouvé, en faisant Tinversion, 

et il en résulte 

l/i — (C^ -+-Dy= i;G[p(A4-iO— p((,),-h A-hiO]. 

D'après cela, p(ci)2 + A4-«^) doit être la quantité imaginaire 
conjuguée de p(A -j- *^)i on doit donc avoir 

p(u>i-h A-+- it)=p(h — it) 
et par suite 

wi-H h-\- it =-±.{h — t/)-f- 2m(0i + intoj, 
A. ET L. 18 
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m et n désignant des nombres entiers. Si Ton prenait le signe +, 
h disparaîtrait et t ne pourrait varier d'une manière continue. En 
prenant le signe — , l'égalité devient 

7.h ■+- ci>,= m(a>i — ci)',)-h /i(u)ï-+-to',); 

le premier membre étant réel, il faut que n^= m et Ton trouve 
alors 

n = — h /wu)j. 

Il suffit de donner à m les valeurs o et i . Pour m = o, w H — - 
est purement imaginaire. Pour m = ij u-\ — - n'est plus purement 

imaginaire; mais ce cas se ramène au précédent, à cause de la for- 
mule 

p{a-4- Ci>|) = p(M-4- tu',). 

On aura donc, en résumé, à prendre pour u des valeurs de la 
forme 

/ étant une variable réelle. 

Remarquons de suite que l'égalité 

a du = Cids 
devient 

(i4) adt = Cds. 

17S. Expressions de â? et de ^. — Remplaçons u par sa valeur 
en fonction de t dans les relations (12) et (4); il vient 

3 = 'K?*'')-«(?-")]— '■ 

en supposant Taxe des y choisi de façon que x = o pour ^ = o, 
puis 

(.6) ^= — ; '^ ' , ^ • 

Cette valeur de y peut s'écrire successivement en se servant des 
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relations (65) et (64) du n° 44 

(.7) ^1-L» = _1J 

A, yo désignant des constantes et jtq étant la valeur que prend y 
pour ^ = o. 

173. Intervalle dans lequel il suifiit de faire varier /. — En 
tenant compte de la périodicité des fonctions de t qui figurent 
dans les expressions de x et de jj cherchons dans quel intervalle 
il suffit de faire varier la variable réelle t. 

Quand on change / en / H ^f y ne change pas, a; augmente 

de la quantité constante 4 h définie par Tégalité 

(i8) ^ = «(>ii-*-«i'«>f)= «(tQ8— T3i-^«îw;), 

OÙ Ton a posé 

Il suffit de faire varier t de to k to-\ 4« Si l'on change / en 

— /, ^ ne change pas, x change de signe. Donc si Ton faisait 
varier f de — ^ à H — r» la branche de courbe ainsi obtenue serait 



symétrique par rapport à Oy; il suffit de faire varier / de o à -r^» 
On peut encore restreindre cet intervalle; soient /, et t^ deux 
valeurs de / ayant pour demi-somme —. 

Cl>', (1)1 

/i = -^ -+- T, /, = -4 — T ; 

^ Il ' 2t ' 

soient Xi^y^ eta?a, j^a les coordonnées des points correspondants, 
on a 
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h étant la constante [définie par l'égalité (i8). Donc, si l'on faisait 
varier / de o à -4> la branche de courbe ainsi obtenue aurait pour 
centre le point j/-^: o, :r = A : il suffit de faire varier / de o à — ?• 
Considérons les points de la courbe qui correspondent aux va- 
leurs extrêmes de cet intervalle f o, — . )• Pour t=z^.on ar = o 

\ ' 11/ 2t ^ 

d'après la formule (i6) et 

d'après la formule (i5). Ce point j^= o^ x =^h est le centre dont 
nous venons de constater l'existence. Ce point est en même temps 
un point d'inflexion, comme cela résulte de la formule 

p a* 

Pour f = o, on a :r = o ely=yo. Cherchons la tangente au 
point correspondant de la courbe. Si l'on fait u = — — -\- il dans 
les égalités (7) et (1 1), elles deviennent 

'•») .-S =•■["(?-■')-'(? *■■')]• 

(20) ^ -£ =p(— Y -*-*M-*-p(y -^*M — 2e, = ^«— 3^,. 

Onvoitque, pour f = o, ^ est nul et ^ est égala 2(p— — pw2)i 

quantité plus grande que zéro. Donc la tangente est parallèle à Ox, 
c'est-à-dire à la direction de la force élastique ; de plus, comme Oy 
est un axe de symétrie, le point correspondant à / = o est un 
sommet. 

174. Construction de la courbe. — Supposons maintenant que / 
croît de o à — ? • A cause de l'égalité 

Cds = a dty 
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S va constamment en croissant. L'égalité 
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montre que y va sans cesse en décroissant; nous avons déjà re- 
marqué que y pari de yo pour arriver à zéro ; il en résulte que y^ 
est positif et que la valeur absolue de jk décroît constamment. 
Pour voir comment varie x reportons-nous à l'égalité (20) qui 

di' 



donne la valeur de ^- Puisque la valeur absolue de y va sans 



cesse en décroissant, il en est de même de -^« Pour f = o, la va- 

1 1 dsP • • (jja « 1 dSf , « 

leur de -j- est positive; pour f = -4, y étant nul, -^ est égal 

dx 
à — 3^2. Donc si l'on a e^<C^o^ -,- est constamment positive, si 

l'on a ^2>o, -TT décroît constamment depuis une valeur positive 
jusqu^à une valeur négative et change une fois de signe dans l'in- 
tervalle (o, — . )• En faisant varier t au dehors de cet intervalle, 

on a des arcs de courbes se déduisant du précédent par symétrie 
par rapport à Oy et par rapport à des centres situés sur O^ ayant 
pour abscisses ± A, rb 2 A, . . . , ± nh. 

Nous pouvons maintenant reconnaître la forme de la courbe en 
supposant successivement que 62 est négatif, nul ou positif. 

Fig. 21. Fig. 22. Fig. a3. 





Ces trois cas conduisent aux formes des Jig. 21, 22 et 28. Dans 
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\^fig. i4 (I), p. 184, on a représenté seulement un arc tel que 
l'arc a\ ba^ de \2ijig, 21. Dans ces nouvelles figures nous suppo- 
sons Taxe Oj/* horizontal. 

II. — Prisme droit chargé debout. 

175. Énoncé de la question. — Une verge élastique droite, dans 
son état naturel, est encastrée verticalement à Tune de ses extré- 
mités Mq. L'autre extrémité M| supporte un poids P. On demande 
la forme de la verge élastique dans la position d'équilibre. 

Ce problème est un cas particulier du précédent. Dans le cas 
actuel, il n'y a pas de couple appliqué en M 1 : le moment fléchissant 

en ce point, - est donc nul, p est infini; le point M| est un point 

d'inflexion. Au même point M| la force élastique est directement 
opposée au poids P : elle est donc verticale et dirigée de bas en 
haut. En Mo, d'après la façon dont la tige est supposée encastrée, 
la tangente est verticale, et par suite parallèle à la force élastique. 
D'après ce que nous avons vu n*^ 173, le point Mq est un sommet 
tel que a {Jig* 21, 22, 28). 

On pourra donc prendre les valeurs suivantes du paramètre t : 

t = Of pour le point Mo, 

< = (2n4-!)-4> pour le point Ml, 

n désignant un nombre entier et positif. Soit / la longueur de 
l'arc Mo Ml ; puisque ds = ^rfr, on devra avoir 

/ 9- n -h I (1)', 



(■) 



a 



Écrivons maintenant que la force élastique est égale et direc- 
tement opposée au poids P et rappelons-nous que, en mettant le 
problème en équation, nous avons posé (n° 126) 

Nous trouvons comme nouvelle condition 
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carT, qui esl constant tout le long de la fibre moyenne du prisme, 
est ici égale à P. 

176. Nombre de solutions. — Entre les deux égalités (i) et (2) 
éliminons a et remplaçons C par sa valeur 

nous trouvons la condition 

(3) P/î = (2/i-hi)»B(y'y/(e,-e,)(^,-e,) 

qui ne dépend plus que des éléments elliptiques et des données 
numériques qui définissent Texpérience. La discussion de cette 
égalité nous conduira au nombre des solutions du problème. 
Cette égalité peut s'écrire 

Or, nous avons vu (n® 138) que l'on a 

A\ étant une quantité réelle comprise entre o et i , et p ayant pour 
valeur 

p = /(<?i-«i)(«ï— <?j), 

comme on le voit en multipliant membre à membre les expressions 
de f?2 — ^1 et ^2 — 63 du n** 138. Le deuxième membre de l'équa- 
tion (4) est donc le carré de l'expression 



•2 r* t/flp 



qui est supérieure à 1, car elle croît constamment de i à oo 
quand k'^ croît de o à i . D'après cela, l'équation de condition (4) 
donne pour k'^ une seule valeur comprise entre o et i si l'on a 



'^'' >.. 



B('2/n-i)«i:» 
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OU bien 

'il /p 
Si donc ~l/^ est compris entre (av + i) el (2v4-3), en 

faisant successivement 

n = 1, 2, ..., V, 

on aura v équations en k'^ admettant chacune une racine comprise 
entre o et i et, par suite, il y aura v positions d^quilibre. Si 
l'on a 






il n'existe plus de valeur de k'^ comprise entre o et i; il n'y a plus 
de forme d'équilibre autre que la ligne droite. Dans ce cas, le 
prisme droit chargé debout est en équilibre stable. 

II. — Courbe élastique plane sols pression normale lni forme. 

177. Énoncé et mise en équation. — Il s'agit de trouver la 
(ïgure d'équilibre d'une verge élastique qui dans son état naturel 
était de forme rectiligneou circulaire et qui est soumise à l'action 
de forces définies de la façon suivante : A chacune des extrémités 
de l'élastique agissent une force et un couple^ en outre, sur 
chaque élément de l'arc agit une pression normale à l'élément, 
contenue dans le plan de la fibre moyenne et proportionnelle â la 
longueur de l'élément. Pour se représenter ces données, on peut 
considérer une chaudière cylindrique et la verge découpée dans la 
surface de cette chaudière par deux plans perpendiculaires aux 
génératrices du cylindre et très voisins l'un de l'autre. Ce pro- 
blème a été résolu par M. Maurice Lévy. 

Soient Fq et Mq la force et le moment du couple qui agissent 
sur la verge à l'une de ses extrémités Aq. Si l'on coupait l'élastique 
en l'un de ses points A il faudrait, pour maintenir l'équilibre, intro- 
duire une force et un couple. Soient F la force et M le moment 
du couple. Pour définir avec précision la pression sur un élément 
d'arc, comptons sur la courbe l'arc s à partir d'une origine fixe 
dans un sens déterminé et rapportons la courbe à deux axes rectan- 
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gulaîres O^ et Oy. Soient 5| l'arc qui correspond à un point A, 
de la courbe, dsi un élément d'arc compté à partir de ce point, 
ai Tangle que fait Ox avec la tangente en Âf, cette tangente étant 
menée dans le sens où Tare va en croissant. 

La pression qui s'exerce sur l'élément dsi a pour intensité p dst , 
p désignant une constante : nous la regarderons comme positive 

lorsqu'elle s'exerce dans le sens ai -4- - de sorte que ses projec- 
tions sur les deux axes sont 



pdsiCosloLi-\ — j> />rfsi sin f «1 -h - jj 

ou bien 

— pdsiSinoLi, p dsicosai, 
ou bien 

— pdy\i pdxi. 

Exprimons que les forces agissant sur l'élément AqA se font 
équilibre. 

Nous écrirons d'abord que la somme des projections des forces 
sur chacun des deux axes est nulle. Nous avons, en désignant 
par X, Y les projections de F, par Xo, Yq celles de F©, 



X -h Xo — / ^ djTi = o, 
Y -h Yo H- //? dxi = o. 



Ces égalités peuvent s'écrire 

i Y=-/,(:r-a), 

en désignant par x, y les coordonnées du point A et par a et 6 
des constantes. Elles expriment que la perpendiculaire menée en A 
à la direction de la force va passer par un point O' de coordonnées 
a et 6, qui reste fixe quand on fait varier la position du point A. 
Ce point se nomme centre des forces élastiques. 

Nous prendrons ce point O' comme nouvelle origine en trans- 
portant les axes parallèlement à eux-mêmes. Alors les projections 
de F deviennent 

X=/>^, Y = -par, 
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et son moment par rapport au point O' est 

on a ainsi Tintensité et le sens de la force F. 

Nous allons écrire maintenant que la somme des moments par 
rapport au point O' est nulle. D'après la théorie de l'élasticité, le 
moment M du couple qu'il faut joindre à la force F pour avoir 
l'action exercée en A sur l'arc A© A est donné par la formule 



(2) M = m 



\? Po/ 



m désignant un facteur constant et positif, p le rayon de courbure 
en A dans la position d'équilibre considérée, c'est-à-dire ^i po le 
rajon de courbure au point A dans la position naturelle. 

D'autre part, le moment de la pression s'exerçant sur l'élé- 
ment ûf5|, ayant pour coordonnées ^i, j^i, est 

p(xi doTi-hyi dyi) =/?-—!-; 

les moments de la force et du couple correspondant au point Ao 
sont des constantes. On a donc, en écrivant que la somme des 
moments des forces appliquées à l'arc AqA est nulle, 

m( )— /?r«-+-— / rf/J = consi., 

\P Po/ ^ '^Jr. 

ou, en modifiant la valeur de la constante, 

(3) m( ) — />/•* -h ^— = const. 

\? po/ ^ ? 

L'égalité résolue par rapport à - est de la forme 

(4) i =4Ar«+4B, 

P 

A et B désignant des constantes. En particulier A ^ — i de sorte 

que A est positif; B peu t avoir un signe quelconque ; les coefficients 
numériques ont été mis pour simplifier l'écriture dans les calculs 
suivants. 

Cette égalité peut être considérée comme une équation diflé- 
rentielle définissant la courbe élastique 
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178. Tableau de formules. {Courbe élastique sous pression normale 

constante.) 

(4) ,- = 4Ar«-4-4B, 



(5) 



, <-'S) 



p /• dr 



(6) ^ ,,f^^ =2Ar«-haB, 



dri 
(7) /J-- =Ar*-h9.Br«-4-C, ds^ = dr* •\- r* d^^ , 



(8) 
(9) 



e/5 

û[e _ Ar ^-4-2Br«H-G 
t/5 ~ r» 



(lo) ^ = - f^ ^-—' 



(II) 



2 pu — pt^ 
i p'p — 2«pV = 2[pM — pp][p(w -4- P) — pt»], 

( 5*— 3pp = [pw — pi'] -+- [p(?/ 4- t?) — pc], 

(12) Z — (5*— 3pp)»— 2(p'i' — 2 5p'i') = [pw — p(w 4- V')]*, 

(13) 2(pV — 25pV) = /•», 

on supposera <.v <.*Jii p<'>«i, p'^^ < o» p''^>o. 

(i5) ,.s-.(Ar*H-Br«-i-G)» = -[p« — p(w-4-p)]» = — (^)'' 

(i6) du = — ^> 

^ ' 2p V 

(17) Ar^-H 2Br*-f- G = [pw — pt'] -h[p(M -Ht') — pt'], 

(18) at:j- = — ^- h-- î-— 1 

du pu — pv p(u-i-v) — pp 

^*^^ ""^^Sâ"^ Ç("-+-^) — ÇCm-p) — 2;p 

-.-Ç(a-h2P)— ;(a) — 2^^, 

, V i' 

(21) a =— -• — it, 

(22) r* = j^p ^^ -h «VJ ~ ppj l^p ^-^ - ïVJ - ppj , 

<-"a=-;K^-')-=a-')]-;[<t"-')*<T -■')]-''•■■ 
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179. Intégration par les fonotions eUiptiques. — Nous allons 
d^abord établir une formule donnant le ra^on de courbure d'une 
courbe définie en coordonnées polaires 



, <'-s) 



p rdr 

On a, en effet, en désignant par a l'angle de la tangente avec 

Ox : 

r^ d^ =z X dy — y dxj 

r* -î- = 37 sin a — y cosa, 
ds "^ 

d l ,rfe\ , . .doL / dx dy\ i dr i 

ds r s) = (^cos«-4-j^s.na)^ = [^^^ +^^j p = ''Â ^ p' 

OU enfin 



d 
(5) T 



(^'S) 



P r dr 

D'après cette formule, Téquation différentielle de la courbe 
peut s'écrire 

(6) . V =2Ar«+aB. 
ar* 

En intégrant et en désignant par C une nouvelle constante 

(7) r»^ =Ar*-+-2Br«-^C. 

as 

En élevant au carré les deux membres de cette égalité (7) et 
en nous servant de la formule 

nous pourrons éliminer d^. Nous trouverons ainsi l'équation 

(8) ^/^y=r« — (Ar*-+-2Br«-hC)«, 

qui définit r^ comme fonction elliptique de l'arc s. L'angle 6 est 
ensuite déterminé par la formule 

(9) 5^= ,., 
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On définit ainsi les coordonnées polaires r et d^un point de la 
courbe en fonction de la variable s. Le calcul eOectif est dû à 
Halphen. 

180. Inversion. — On a vu, en étudiant Tinversion (n** 157), 
que si l'on pose 

(10) -s= - ^ ^— , 

2 pU — pV 

on a 

(11) ) p't'-2«pV = 2[pM-pp][p(M-HP)-pp], 

/ z^—3pv=(pu — pv)-h[p{u-hv)-pv], 
de sorte que 
(i2) Z =(^« — 3pv)*— 2(p't' — 2ZpV) = [pM — p(a-4-p)]*, 

et par suite z et y/Z s'expriment en fonction uniforme de u. 
Si Ton pose 

(i3) 2(p'p — 2-3p'<;) = r*, 

le polynôme Z se ramène à la forme 

(AV*-h2BV«-4-C')» — r», 

et pour identifier ce polynôme en r^ avec celui qui donne 

— i l-^l (éq. 8) il suffit de poser 

A'=A, B'=B, G'=C. 

Le calcul n'offre aucune difficulté et l'on trouve 

i6p^v 8p*p \'^py/ 

ou, en résolvant par rapport à pt', pV, p^'i'. 

Si, dans les relations qui existent entre pv^ p'v et p'^t^, on rem- 
place ces quantités par leurs valeurs tirées de (i4) on aura g2^^gi' 
Nous supposerons les données choisies de façon que le discrimi- 
nant soit positif; les valeurs de pp et de pV sont réelles puisque A 
est positif et l'on peut arbitrairement choisir le signe de p^v. Nous 
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examÎDeroDS seulement le cas où ç salisfaît à la condition 

o< v<a), 
de sorte que Ton a 

P<^>«i» p'^<o, p'v>o. 

Les éléments elliptiques étant ainsi fixés, on a, en tenant compte 
des égalités (12), (i 3) et (10), 

(i5) r« — (ArV-t-2Br«-+-G)* = — [pM— p(«-T-v)]*. 

11 en résulte 

Mais le premier membre est égal à j ( -^) d'après l'équation dif- 
férentielle de la courbe (éq. 8) : le second membre, d'après la re- 
lation (i3), est égal à -(^y-^i^; on a donc 

(16) du = -^. 

Cette égalité montre comment est liée à l'arc s la variable u que 

nous allons garder comme variable indépendante. 

Nous avons déjàr^ en fonction de e/au moyen des relations (i.3) 

et (i i); pour avoir 6 il suffit de remplacer r* par sa valeur en 

fonction de u dans le second membre de l'équation (9), c'est-à-dire 

dans 

Ar»H-2Br«-4-C 

On a d'abord, en tenant compte des relations (i3) et (i4)i 
Ar^-t-2Br«-4-C=(5«— 3pv); 
puis, en se servant de l'une des relations (1 1), 

(17) Ar^-h2Br*-4-C = (pM — pv)-t- [p(u-+- p) — pp]. 

11 est facile maintenant d'obtenir en fonction de u l'expression 
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de -r-; on trouve successivement 
du 

21 rfO __ (pw — pp)-hfp(M-f- i») — pv] 
p'v du "" (pu — pv)[p{u-\'if)'-pv] ' 

(18) •^«:j-= — ^--7 — ^ » 

du pu — pv p{u-\- v) — pv 

OU, d'après la formule du n° 44 

d^ 

Nous avons ainsi r^ et 6 en fonction de u. Réunissons ici les 
deux équations correspondantes, en appelant E une constante : 

Ir^=^(pU'-pv)[p{U'^v)'-pv], 
e.Ae-0.)= Ee-^<. ^ucrju^.) ^ du = ±^^. 
(^(u-\-v) a'(MH-a(') 

181. Nature des arguments. — L'expression (i6) de du en 
fonction de 6^^ montre que u est certainement imaginaire. D'autre 
part, pour que r^ soit réel, il faut que les deux facteurs dont le 
produit donne r^ soient ou tous deux réels ou tous deux ima- 
ginaires conjugués; voyons s'ils peuvent être réels. Si une valeur 
imaginaire de u rend pu réel, elle est, à des périodes près, de la 
forme ix ou co H- ta:, x étant une valeur réelle ; mais les valeurs de 
cette forme ne rendent pas réel J3(i/ -f- ^) ; elles sont donc à rejeter. 
Il reste à exprimer que pw elp{u 4- ^) sont imaginaires conjugués. 
Soit u = a-i' bi. D'après la formule d'addition donnée (n° 45) 
pour la fonction pu, les deux valeurs p{a-h bi) el p{a — bi) 
sont imaginaires conjuguées : il faut donc que l'on ait 

u -^v ==±(a — bi)-h 2 mil) -4- 2/10)', 

m et n désignant des nombres entiers, et en égalant les parties 
réelles dans les deux membres 

a-hv = àza-{-2m(»). 

On ne peut pas prendre le signe + puisque v n'est pas un multiple 
de 2(1); il faut donc que Ton ait 

•2a -4- ^ = 2/nw, 
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ce qui donne 



a= ou a= 

2 2 



Nous examinerons seulement le premier cas et nous poserons 

(21) u= 17, 

/ étant une variable réelle; de sorte que Ton aura 

et comme on a trouvé (éq. 16) 

du= — , , 

2J} V 

on a aussi 

dt = '-r-ds, 

p'v étant négatif, dt a le même signe que ds. 

182. Intenralie dans lequel il suffit de faire varier t, — La 
première des formules (20) montre que r^ ne change pas quand 

on change w en w -h 2 co' ou bien / en / H r- • D'autre part -j- est 

une fonction rationnelle de r^ ; il en est de même pour ^ • Il en 
résulte que, pour une valeur donnée de dt^ la valeur de d^ ne 
change pas quand on change / en / H r- et, par suite, que l'ac- 
croissement de 6 est le même quand on fait varier / de o à /| ou 

bien de — :- à — ; — h ^ • Si donc on a construit la branche de courbe 

i i 

obtenue en faisant varier / de o à —7- et si on la fait tourner d'un 

i 

angle égal à l'angle des rajons extrêmes, on aura la branche de la 
courbe décrite quand t varie de ^ à ^^• 

D'après cela, il suffit de faire varier / de o à -^-; mais on peut 
restreindre cet intervalle En faisant u = — 7 -f- *'' dans l'ex- 
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pression de r* on trouve 

et l'on vérifie aisément que r^ prend les mêmes valeurs pour 

Cl)' , (o' , 

/, = -T- 4- A et pour ^2 = -r — h. 

D'autre part, pour un même accroissement dh les accroisse- 
ments dti et dt2 sont de signes contraires; les accroissements 
correspondants rf9| et d^2 sont égaux et de signes contraires 

//fi 
puisque -r- ne dépend de t que par l'intermédiaire de r^. Donc 

les accroissements que prend 6, quand on fait varier / de -r- à -r -|- A 

puis de -r à — — A, sont égaux et de signes contraires. La courbe 

est symétrique par rapport au rayon qui correspond à ^ = -r-, et il 

suffit de faire varier ^ de o à -r« 

i 

183. Variation de r*. — En tenant compte de la relation (i3) 
entre r* et ^, on a 

d?'* ^ , dz . , d f\ p'u — pV\ 

du '^ du '^ duyjL pu — pv J 

ou biea 

et, comme on a posé ?/ = — ; it^ 

^■"«■>'4''(î*'')-''(;-")]- 

Cherchons les valeurs de t qui annulent le second membre. Pour 
Tune de ces valeurs, on doit avoir, à des périodes près. 



î'"-K:-")- 



Le signe — est à rejeter, puisque v n'est pas un multiple des 
périodes, et par suite 

7,it = 2m tu -r- 2/1(1)', 
A. ET L. 19 



290 GHAPITBE IX. 

m el n désignant des nombres entiers. Comme il est purement 
imaginaire 

it = nto'; 



ui an- 



les seules valeurs de t appartenant à Tintervalle (o, — ) q 

nulent — r- sont donc les valeurs extrêmes. 
at 

Pour reconnaître celle de ces valeurs qui correspond à un maxi- 
mum, prenons la dérivée seconde 






= -4pv[p'(j-.,7)4-p'(^^-iv)]. 



fV 



Pour / = o, le second membre se réduit à — 8pVp' -; il est négatif 

puisque v ci-^ étant compris entre o et (o, p'v et p' - sont tous les 
deux négatifs; c'est donc /=:o qui correspond au maximum. 
r'^ décroît constamment quand avarie de o à -r- Nous désignerons 
par r\ el rj les valeurs de r^ qui correspondent à/ = oetà/=— • 

184. Variation de Fangle polaire. — Dans la formule 

as 
remplaçons ds par — ip'vdtj elle devient 

ipv\ dtj 

le trinôme Ar*-f- aBr^H- Ca ses racines réelles, puisque, d'après 
Tune des relations (i4)? AC — B* est du signe de J3^ et que pr 
est positif. Voyons d'abord combien ce trinôme a de racines com- 
prises entre rj et rj. 
L'égalité (17), où l'on remplace u par — - -f- e/, devient 
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0)' 



En y faisant successivement t = o puis t = -.- on trouve 

A/-{ -f- 2B rj -+- G = 2 ^p - — ppV 
ArJ-h2Br}-i-G = 2p(--f-u>'J — pp. 

La différence p pv est positive, puisque pu décroît, quand 

u croît de o à (i); la différence p( — I- coM — pv est négative, 
puisque p(- -f- «»>' j est compris entre e^ et C3 et que pv est plus 

grand que e^. Donc r^ et r, comprennent une seule racine du 
trinôme. 

Quand ^ varie de o à— > r^ décroit constamment de rj à r{, 

^ change une seule fois de signe. Comme A est positif eip'v né- 
gatif, on voit que Ton a 

(S).>«. (S),<- 

en désignant par f-j-j ^^{^) les valeurs de ^ qui correspondent 

, » a>' 

à/ = oeta/= — - 
i 

185. Angle des rayons allant à deux sommets consécutifs. — Il 
nous sera utile, pour étudier la forme de la courbe, de connaître 
l'angle des rayons correspondant aux valeurs extrêmes de Tinter- 

valle (o, — ] dans lequel nous faisons varier t] cet angle est la 
moitié de Taccroissement que prend quand / varie de o à-^- 

Nous allons faire le calcul en supposant que t varie de lokto-h - •-- 
Dans la formule (19) qui donne -r-* faisons m r= — // 

et du= — idt; nous obtenons, en tenant compte de ce que ^u 
est une fonction impaire 



(23) 
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•2(1)' 



Faisons maintenant varier t de /© à /© + --^ et désignons par 2*<{/ 
l'accroissement de 6, nous aurons 



— 

Le second membre se simplifie beaucoup, si l'on se sert d'une 
formule à laquelle nous serons conduits en cherchant à évaluer 
une intégrale de la forme 



,'•-^--7- 



i * Ç(aH- it)d(, 



X étant une quantité réelle telle que l'on ait 

o < a < 2o>. 
l a fonction sous le sig^ne somme est lu dérivée de 



^Log3'(a-+-iV); 



l'intégrale définie est 



- Los: : — :^ • 

i '^ a'(a-4-efo) 

D'après la relation (22) du n" 21 on a 

3'(a -I- //o-h 2w') 
3'(a-i-//o) 
et, par suite, 



_ ^^î(^'(a-h/7u-4-ti)' 



, (^Ca -h eVo-^- 2w') ,/ . /^ , 

^^^ — a-(a + e 77) — ^ ^""^ ^" "^ ''""^ to')4-(>.n H- O^tt, 

/i étant un nombre entier qui n'est pas déterminé par le calcul 
précédent. On en conclut 

t ^'^ 
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Dans cette égalité changeons i en — i en remarquant que -r 
et ~ sont réels, il vient 






(26) Ç ' Ç(a-t7)rfr= ^a-h(2n-+-i)7r— Î^(t7o-+-to'), 

puis ajoutons membre à membre les égalités (25) et (26), nous 
obtenons la formule qu^il s'agissait d^établir 






\ r i 9.rj' 

(27) - I [Ç(a-+- »/)-4-î(a — ï7)]f/< = -T^a-f-(2/i-hi)7r. 

Mais il reste à déterminer le nombre entier n. Cette détermina- 
tion est facile quand a = (i). En effet la fonction sous le signe 
somme est égale à 

^ — Tr:-+-2Î«; 



p(a;-|>(t/) 



pour a=:tù^ elle se réduit à aîjo), c'est-à-dire à 27^; Tégalité précé- 
dente devient 



2 

-. (r.o)' — OiTj') = (2/1 -H I )Tt, 



et Ton en conclut /i = o. Mais quand a varie d'une manière con- 
tinue entre o et 2(i), le second membre de Tégalité (27) varie 
d'une manière continue, n ne peut changer. Donc n = o pour 
toute valeur de a comprise entre o et 2(1), et par suite l'on a 






(28) \\j ' [C(a-f-«OH-C(«-**0]^^ = ^«-+-^» 



o < a < 2(1). 



En appliquant la formule précédente à chacune des deux inté- 
grales qui figurent dans l'expression de ifj nous trouverons enfin 



4;=:-ït— j(a>'Çc'— t^V). 



Cette égalité va nous permettre de trouver le signe de if. 

Remarquons que, pour (^ = d), ij; est nul à cause de la relation 
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de o à (t). On a 



T|Ci)' — coV= — ; puis cherchons comment varie if quand v croît 



cetle dérivée décroît constamment quand v croît de o à (o; pour 
vzzziù elle est égale à 

Or nous avons trouvé (n® 99) 






. _ (I) 



n =1, 3, 5, ..., 
et l'on voit que l'on a 

^.(c,a>'-+-ï)')>o. 

Donc -p est positive pour ç» =: co et comme c'est une fonction 

décroissante dans l'intervalle (o, cj), elle est constamment positive 
dans cet intervalle. Il en résulte que i/ croît quand v croît de o 
à (t), et comme ^ s'annule pour (^ = (o, on a 

<J/<o, quand o < p < o). 

Si nous comparons DMiintenant le signe de if et celui de (^)' 

nous voyons que, quand / croît de o à -^> Vangle 9 commence par 

croître mais que sa variation totale est négative. Nous avons 

trouvé d'autre part que^ s'annule en changeant de signe pour 

une valeur et une seule de l'intervalle (o, î^j: soit /'cette valeur; 

la discussion peut se résumer ainsi : 

/ croissant de o à f', va constamment en croissant; pour / = /' 

le rayon vecteur est tangent à la courbe; t croissant de ^ à — :-> 

l'angle 6 décroît plus qu'il ne s'était accru quant t variait de o à t', 

186. Signe du rayon de courbure. — On a trouvé en commen- 
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cant (éq. 4) l'égalilé 

i=4Ar«-t-4B, 

le second membre est égal à deux fois la dérivée prise par rapport 
à r^ du trinôme Ar*4- 2Br*-f-C, et d'autre part il résulte des 
calculs faits pour l'inversion [formules (i3),(i7)et(i i)] que l'on 
a en même temps 

r*= i(p''v — 2^pV) 
et 

Ar^-+- 2Br»-4- G = z^— Spç. 

Dérivons par rapport à r^ les deux membres de la dernière égalité 

On en déduit, en remplaçante par sa valeur (lo) en fonction 

de u, 

1 _^ I p'u — p'v 

p~ 'ip'v pu — pv 

Voyons comment varie le signe de - quand t varie de o à 2(i)'. 
/•2 va sans cesse en décroissant, Ar^ •+- B ne peut s'annuler qu'une 
fois; il nous suffira donc d'avoir les signes des valeurs de - pour 

^ =î o et pour /= .-; nous désignerons ces valeurs par— et — ; 
pour / = o 

p - -+-pV 

V ï '^ 2 '^ I 

M = , — = X 



•2 po V ipV 



pour ^ = -r 



"= CD, — = '- X 



Les valeurs de —et de — peuvent se simplifier si l'on se sert 

Po Pi '^ 

de la relation 

p'ui pwj — p(2a,)' 
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que Ton déduit de la formule d^addilion 

y' U — p'Uj _ p'u-^p'jU-^- Mj) 
pu — pUi ~ pu —p(U-¥- Ui) 

en y faisant tendre u vers W|. ATaîde de celle relation, on obtient 



(29) 



Pf •^PVP'(^+U.') 



P'(^«-')- 



t> ëlant compris entre o et w, p'v et p' - sont négatifs, p" - positif; 
donc on a déjà 

D'autre part, p'f- -f- w' j étant positif, — est de signe contraire à 

Cette quantité peut s^obtenir en substituant p( - •+• w'j dans le 
polynôme du second degré en p w 

et Ton trouve aisément que Ton aura 
si p satisfait à Tinégalilé 

„o, ,(r^„■)>_l^/ç. 

Mais on peut poser 

a étant une quantité réelle comprise entre o et - (vo^r p. io3, n" 1); 
l'inégalité (3o) peut alors s'écrire 



p(^-^^'j>P(«-+-w'), 
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et comme p{u -f- w') croît constamment quand u croît de o à o), 
elle peut être remplacée par la condition 



V 

- >a. 
'À 



Il faut donc, quand on étudie le signe de la courbure, distinguer 
les deux cas suivants, en remarquant que (a + w') désigne 
l'abscisse du point le plus haut de Fovale dans la cubique x = pu. 



y = p'u: 



o <v <C2a 



ua < p < w 



Po 

Pi 



1 po 



pi 



Il se produit une inflexion de la figure d'équilibre quand v passe 
en décroissant par la valeur 2a et il est facile de voir que Tin- 
flexion se produit au point donné par à / = -r« En efl^et, la va- 
leur correspondante de u est 



•2 



et la valeur correspondante de la fonction j3, savoir 

p(a-hto'), 

est, diaprés la définition même de a, racine de p"(w), de sorte 
que — est égal à zéro, dans le cas particulier {^ = 2a, 

187. Forme de la courbe. — Nous avons supposé que v satis- 
faite la condition o<C^<C<Jt) et, dans l'étude de la courbure, nous 
avons été conduits à distinguer deux cas suivant que l'on a 

p < aa ou i' > 2a. 
Dans les deux cas, t croissant de o à -r» l'arc s va constamment 
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en croissant, le rayon vecteur va constamment en décroissant et 
les rayons extrêmes correspondent le premier à un maximum et le 
second à un minimum ; Tanglc 6 commence par croître jusqu'à une 
valeur /', pour laquelle le rayon vecteur est tangent à la courbe, 
puis décroît jusqu'à une valeur initiale. 

Pour ce qui regarde la courbure, si r > 2a la courbure -j- est 

constamment positive, Tangle a correspond au sens dans lequel s 
croît; c*est précisément le sens dans lequel l'arc de courbe est 

décrit quand t varie de o à -t-; le rayon de courbure est compté à 
partir de la courbe dans le sens a H — • 

Si ç'<2a il y a une inflexion et si v diffère peu de 2a le 
point d'inflexion est dans le voisinage du sommet qui correspond 



a ^ = -r« 

i 



On a alors les deux formes de la courbe, représentées par les 
fig, 24 et 25, dont la première correspond à t'^ 2 a et la deuxième 
à v<iia. On a représenté par un trait plus fort l'arc décrit 

quand t varie de o à -r » on a marqué par une grande flèche le sens 

de la pression normale, et l'on a tracé aux points a et i des flèches 
dont le sens indique la direction de la réaction exercée par la 
verge. Ce sens est opposé à celui de la force extérieure qu'il fau- 
drait appliquer pour maintenir l'équilibre (Halphexi , p. 220). 

Fig. 24- Fig- a5. 



*<l^ 



' /]' 



Sens de la pression normale. — En mettant le problème en 
équation nous avons supposé la pression comptée dans le sens 

a -f- -; elle est donc du côté de la convexité dans le voisinage du 
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rajon maximum et, s'il y a inflexion, du côlé de la concavité dans 
le voisinage du rajon minimum. 

IV. — Surfaces homofocales. Coordonnées elliptiques. 

188. Surfaces homofocales à un ellipsoïde et passant par un 
point donné. — Étant donnés trois axes rectangulaires Ox, Oy^ 
Oz, on appelle sur/aces homofocales à un ellipsoïde 

X^ yS 5I 

— -f-^-+-— — 1 = 

a* 6» c* 

les surfaces représentées par Téquation 
x^ y* z^ 



rt* — S 6' — s c* — s 



dans laquelle s désigne un paramètre variable. 

Si Ton considère celles de ces surfaces qui passent par un point 
donné P(:ro,yo> ^o) oï* ^7 pour déterminer les valeurs correspon- 
dantes du paramètre 5, l'équation 



_j_ -lJL- 



a' — s b^ — s c- — s 

Les racines de cette équation se séparent aisément en substi- 
tuant dans le premier membre des nombres voisins de a^, b^^ c^ 
et des nombres très grands en valeur absolue. Les signes des ré- 
sultats de la substitution et les places des racines sont indiqués 
par le Tableau suivant, dans lequel e désigne un nombre positif et 
très petit : 



Signes — 

Racines.. . 



bt—z b^^y 



Il y a donc trois surfaces homofocales à rellipsoide et passant 
par le point P. La racine X donne un ellipsoïde réel, la racine jjl 
un hyperboloïde à une nappe, la racine v un hyperboloïde à deux 
nappes. 
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Les trois surfaces homofocales à relllpsoïde qui passent par un 
point donné se coupent orlliogonalement en ce point. 

Soit P(;r, r. z) le point donné, les normales aux deux sur- 
faces X et [JL qui passent par ce point ont des cosinus directeurs 
proportionnels à 



T' 



flf*— |1 6* — jx c' — JX 

La condition pour que ces normales soient perpendiculaires est 



ar« 



Or, en retranchant membre à membre les deux égalités 



ï«-X 6*-X ^c*-X 

:rt vî 2î 



— 1 = 0, 



a' — |i 6* — |i c=* — jx 



I = o, 



et en supprimant le facteur ). — [jl, on trouve la condition qu'il 
s'agissait de vérifier. Donc les deux surfaces X et jx se coupent 
orthogonalement au point P. On peut répéter le même raisonne- 
ment pour les surfaces X et v, ou [x et v. 
La proposition est donc démontrée. 

189. Coordonnées elliptiques. — On peut déterminer un point 1^ 
de l'espace en se donnant les valeurs X, |x, v des paramètres des 
trois surfaces qui sont homofocales à Tellipsoïde donné et qui 
passent par ce point; X, [x, v se nomment les coordonnées ellip- 
tiques du point P. Nous avons déjà vu comment s'obtient l'équa- 
tion qui donne X, |x, v quand x, y^ z sont donnés. Calculons 
maintenant x, y y z en supposant X, |x, v donnés. 

Dans ridentité 

x'^ y"- z^ _ (s-^l)(s — ii.)(s — y) 



a^—s b*—s c*— 5 (a- — s )i,b* — s )(C' — s) 

chassons les dénominateurs et faisons tendre s successivement 
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vers a', 6*, c* : nous trouverons 

^,^ (c»-X)(c«-fx)(c'~v) 

190. Longueur d'un arc infiniment petit. — Prenons les dérivées 
logarithmiques des deux membres des formules ci-dessus 

dx d\ dii d't 

1 — = r -i '—. H • 

X A — a* [1 — a' V — a* 

dy d\ d\x d^è 



y X — 6« |ji _ i,J ^ V — 6* 
dz ûfX d\L </v 

5 A — c* jJi — c* V — c^ 

el portons les valeurs de dx^ dy^ dz ainsi obtenues dans la formule 

r/s* = dx^ -f- dy^ -h rf^», 
nous obtiendrons l'expression de ds^ en coordonnées elliptiques 

ds^ = L» é/X« -I- M» <a2 -f- N» rfv», 
L-, par exemple, étant définie par l'égalité 

^ . , r» ^* 5* 

** " (a»-X)« "^(ôV-X)* "^ (c*-X)«' 

La valeur de ^VP^ s'obtient en prenant les dérivées par rapport 
à 5 des deux membres de l'identité 

a- — 5 6* — * c*— 5 (a* — "î)(6* — 5;(c*^ — 5;' 

et en faisant ensuite ^ = X; on trouve ainsi 

M*-- (X^ii)(X-v) 

^ -(aï— X)(6«-X)(c«— X)' 

On a donc la formule 

'/« (X~Hi)(X — y) 

(fx-X)(f.-^v) ^ , ^ fv-X)(v-.u) ^ 
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191 . Les ooordonnées X, [l, v remplacées par des arguments ellip- 
tiques. Les coordonnées cartésiennes s^exprimentpar des fonctions 
uniformes de ces arguments. — Les valeurs de x, y^ z en fonc- 
lion de X, {x, v conlienneDt des quantités irralionnelles par rapport 
à X, [JL, v; ce sont les valeurs que prennent les radicaux 



quand on y remplace s par X, a ou v. Mais nous savons que, si Ton 
considère une fonction pe/ et les quantités ei, e^, e^ correspon- 
dantes, chacun des radicaux 



v/pa — e,, v^pa — ei, ^^ii — e^ 

peut être remplacé par une fonction uniforme. Nous sommes ainsi 
conduits à faire le changement de variable 



s = Apo -4- B, 



a^ — s = A(p 


^ — ei), 


6»—* = A(p 


-> — «i), 


c'*' — $ = A(p 


J — «»), 


a«-4-B=- 


Ae,, 


6«-hB=- 


Ae,, 


c«-f-B=- 


Ae,; 



ce qui donne 



en posant 



en ajoutant membre à membre ces dernières égalités on trouve 
légalité suivante qui détermine B 

a*-f-6«-+-c»-T- 3B = o; 

B étant connu, e^, e^, e^ sont déterminés, à un facteur près de 
proportionnalité et les valeurs des invariants g^ et g^ en résultent. 
A reste indéterminé; nous supposerons A positif et nous le rem- 
placerons par p^ pour que Tccriture soit simplifiée quand nous 
extrairons les racines. 

En définitive, les invariants de la fonction j)u résultant des éga- 
lités 

P'e,= ^ a^ 

p»e,= ^ 6«, 

p«e,= c«; 



si ron pose 
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p'p«= ô *» 



on a 



6«— 5 = p*(pj — es), 
c'— 5 — p*(p'J — ^3). 

Remarquons de suite que ei, ^27 ^3 étant réels nous sommes 
dans le cas du discriminant positif. 

Soient u, p, w des arguments tels que pw, pp, p(v soient les 
valeurs de pu quand s égale X, {x, v; comme les signes de 

pu — <?i, P'J — Ci, pu — Cs 

se déduisent immédiatement des signes de 

a' — 5, 6' — 5, c' — 5, 

on trouve aisément que les nombres 

puy eu P»*, e,, pw, es 

sont rangés par ordre de grandeur décroissante. D'après cela u 
et w — iù' sont réels, v — (o est purement imaginaire. 

Ce sont ces arguments w, ^, w que nous voulons considérer ù 
la place de A, [jl, v. 

Transformons les formules qui donnent a?^, y^^ z^ en intro- 
duisant ces arguments elliptiques : elles deviennent 

,^ {pu — gi)(p(^ — ei)(piv — ex) 
^ («1 — eî)(ei — e,) 



î î^ (pg — e»)(pt^ — e»)(ptP — g,) 
(pu — gaXpp — eaXpty — gs) 



p«^> = 



(^3— ei)(g3— gj; 



On peut maintenant extraire les racines en se servant des for- 
mules du n° 48 : on trouve 



1 



^x = K^-~ — — — -! — , A = g * «S'a), 

)5 = ti*— - — - — > Cl = g * 3^(0. 



PJ' = B» 
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Quand on change le signe de l'un des arguments u, v, iv les 
trois coordonnées x, y, z changent de signe, le point P est rem- 
placé par son sj^métrique par rapport à l'origine. 

Les formules {voir n** 48) 



3'(a-t-îâc«)x) Cm' 


= 1,2,3, 

1* 1 


(^{u-\-'i(i>^) "" s'a ' 




oii l'on suppose 




0)1 ■= (0, Wj = 0) -i- to', 


COj = w', 



montrent que, quand on ajoute une période à Tun des arguments, 
on remplace le point P par son sj^mélrique par rapport à Tun 
des axes. 

V. — Application a la théorib de la chalelr. 

192. Les surfaces homofocales à un ellipsoïde sont des surfaces 
isothermes. Chacun des arguments u, v, w est un paramètre ther- 
momôtrique. — Si l'on considère les points d'un espace en équi- 
libre de température, pour chaque point la température T est une 
fonction des coordonnées de ce point et l'on démontre que celle 
fonction vérifie l'équation dilTérentielle 

dx* dy^ dz^ 

On dit que les surfaces d'une famille sont des surfaces iso- 
thermes si la température est la même en tous les points de Tune 
de ces surfaces et ne dépend, par conséquent, que du paramètre 
(|ui détermine celle surface. 

11 est facile de trouver la condition pour qu'une famille de 
surfaces représentées par l'équation 

dans laquelle X désigne un paramètre variable, soit composée de 
surfaces isothermes. En elfet, si cela a lieu, la température T ne 
dépend des coordonnées x^ y^ z que par l'intermédiaire de \, 
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Calculons d'après celte remarque les dérivées de T pour les porter 
dans TéquatioD AT = o 



àx "" d\ àx 



dx^ "" dX* \dx] "*" d\ dx^' 



Comme AT= o, on doit avoir 




an dn dn 
dx* ' fl!r» ^ d«« 





^'^ /(^X\> /(^X\« /dX\> dT 

{rx)^{ép)^[ôi) 



Ainsi la combinaison des dérivées de X qui est dans le premier 
membre doit être une fonction de X que nous appellerons ^(X). 

Si cette condition est satisfaite, pour calculer T il suffira d'in- 
tégrer l'équation 

dX 
Appliquons ce qui précède aux surfaces 

a?* yt jgt 

Nous poserons 

x^ y« a« 

4>(5)= f jf ; hl, 

^ a* — s o* — s c*—s 

/(5) = (a«-5)(62-5)(c«-0. 

a.o„i».d..b,rf(ê)V(|)V(i^);. 

En différentiant par rapport à or la relation (3) qui définit X 
en fonction de a:^y, 5, on trouve 

A. BT L. 20 
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OU bien 



el de même 



On tire de là 

Pour avoir j-^ difTérentions par rapport à j: la relation (4) qui 
définit T-; nous trouverons 



-♦wë-i^acîi s -*•«(£) 



a»-X 



ou, en remplaçant t- par sa valeur, 
et de même 

Si nous ajoutons membre à membre ces trois identités, les 
termes du milieu disparaissent et il vient 

et comme nous avons déjà trouvé 

on a en définitive 

dn d^l dn 
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le second membre est une fonction de X ; les surfaces 

X = const. 

sont des surfaces isothermes. 

On peut alors déterminer une fonction de X 

u = 4;(X), 

de telle façon que Àe/ = o. Pour avoir cette fonction u, que Lamé 
appelle le paramètre thermométrique, nous avons à intégrer 
Téquation 

^« _ ra) 

du 2/(X)* 

dî 

En intégrant une première fois et en passant des logarithmes 
aux nombres, on trouve 

(8) ^ = _L=P, 

en désignant le facteur constant du second membre par - pour 

simplifier l'écriture dans ce qui suit. Remplaçons /"(X) par le pro- 
duit de facteurs linéaires correspondants et intégrons entre — oo 
et X, nous avons 

^^P r^ rfX . 

V_./(«'-X)(6«-X)(c«-X)' 

A est donc une fonction elliptique de u. Faisons comme au 
n° 191 le changement de variable et de notations 

a«— X= pi(pu — e,), 
b^ — X = p*(po — ej), 
c«— X = p»(pu — cj), 
la relation devient 

On voit qu'elle est satisfaite en posant 

u = w; 
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X est donc donné en fonction de u par l'égalité 

^ a* -f- 6* -h c« 

X = ^ p*pu. 

On fera correspondre de la même manière un des arguments v 
et sv aux coordonnées [i. et v. 

Les surfaces représentées par les équations 

dans lesquelles z/q, Cq) ^o désignent des constantes, se coupent 
orthogonalement, puisque supposer, par exemple, que u a une va- 
leur déterminée revient à fixer une valeur de X. 
On doit donc avoir 

du dv du dv du âv __ 
dx dx dy dy dz dz " 

et deux relations analogues. 

Expression duds^ en /onction des arguments u* v^ sv. — 
Dans la formule trouvée au n° 190 

(a«— fx)(6»-fx)(c«— fx) »* ^(a» — v)(6«— v)<^c»— V) 

introduisons les éléments elliptiques : elle devient 

id8^= (pu — pp)(pa — p«»)rfa* 

~^"(p^ — P^)(P^ — pw)dv*-h(pw — pu)(pw — pç)d»f^, 

193. Équation de la chaleur quand les variables sont les argu- 
ments u, Vf w, — Lorsque dans l'équation 

,^ d^T d>T d^T 
dx^ Oy^ dz^ 

on fait le changement de variables 



v=i^{r,y, z), 
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si les fonctions ^^ ^, ^ sont telles que les surfaces obtenues en 
donnant à u, c, w des valeurs constantes sont orthogonales et si 
l'on a 

A^p = 0, A4; = o, Ax = o, 

Téquation transformée est 

I d*T I d*T I d*T _ 
L« du* "^ M* di>* "^ N» dw* ~ ^' 

L, M, N étant définis par cette condition que la formule défi- 
nissant ds^ est 

ds* = L« rfu» -h M» dv* -h N» dw*. 

Admettons, pour un instant, ce résultat et appliquons-le au cas où 
les nouvelles coordonnées sont les arguments elliptiques u, ^, iv. 
Nous trouverons pour Féquation transformée 

I d*T 



(pa — pp)(pu — pw) du* 

I d*T I â*T 

_i_ f- 

{pv^pu)(pv — pw) dv* (pw '—pu)(pw ^pv) dw* 

ou bien 

d*T d*T d*T 

Vérifions le résultat que nous venons d'admettre : on a 



puis 



= o 





àT_àTdu dTcfp ^ dw 
dx du dx dv dx dw dx 




d*T 
daf* 


d*T /du\* d*T du du 
" du*\dx) ^ '" ^ ^dudç dx dx'^" 


dT d*u 
'^ du dx*' 


d*T 

dy* 


_ d*T /du\* d*T du du 
"" du* \dy) '" dudv dy dy 


dT d*u 
• "^ du dy* ' 


d*T 
dz* 


_ d*T /du\* ^ d*T du dv 
"" du* \dz ) "' dudç dz dz 


dT d*u 
du dz* 



En ajoutant membre à membre ces trois égalités, en se rappelant 
que les surfaces . 

Il = coDst., (^ = const., (p = const. 
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sont orthogonales et que Ton a 

A{£ = 0, Ap = o, Aff' = o, 
on obtient 

Il reste à vérifier que 

/duy /àuy /àuy 

et les deux expressions analogues se déduisent, comme on Ta 
annoncé, des coefficients du ds^ exprimés en fonction de £/, ^, w. 
Or 



/duy /duy /duy /duyr/dxy /diy /àiy] 

(éi) -^(W -*-U) =U) Lu) ^{ap) Ht.) ]' 



OU en remplaçant les deux facteurs du second membre par les 
expressions (5) et (8) trouvées au n° 192 

/duy /duy {àuy_^ i 

Mais, comme 

on a 

*'(X)(X-a«)(X-ôî)(X-c«) = (X-K)(^-v). 
Donc 

/duy /duy /àuy_ , i , 

\dx/ \dy) \dzj " ^ (pu^ pv)(pu — pw)' 

le facteur p* se retrouve dans les coefGcIents de -r-r et t— =■• On a 

donc bien la forme annoncée. 

Ainsi, quand on prend pour nouvelles coordonnées d^un point 
les arguments elliptiques u, v, (v, Téquatlon 

AT - — — — - 

"" dx* dy^ dz^ ~~ 
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devient 

(P^-P^)-^ -*-(P«'~P")-ST -^(P"-P^)5ST =^- 

194. Solutions dépendant d'une équation de Lamé. — Essayons 
de satisfaire à l'équation précédente en posant 

T = F(M)F(t^)F(«'), 
F désignant une fonction pour le moment inconnue ; il vient 

(9) \ -+-(P«'-p«)^^^^F(iv)F(a) 

Or si nous supposons que F(u) est une intégrale de l'équation dif- 
férentielle 

d*z 

où A et B sont des constantes, nous avons 

5?^=(Ap. +B):F(p), 

d^F(iv) 
-j^=(ApcP-^B)F(i^), 

et l'équation (g) se réduit à Tidentité 

o=F(a)F(p)F((v)[(pp — piv)(ApM-+-B) 

-f- (p w — p u)(A pi^ H- B )4-(p a— pc>)( A piv -h B)]; 
par suite 

AT = o. 

Ainsi on peut construire une fonction T vérifiant Téquation 
AT = o, chaque fois que Ton connaît une intégrale de Péquatiou 

d*z 

.^=(Apu-f-B)z, 

où A et B sont deux constantes arbitraires. Lamé a démontré qu'en 
donnant à A une valeur de la forme /i(n + i), n entier, on peut 
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intégrer Téquation au moyen des fondions elliptiques pour des 
déterminations convenables de B. Il obtient ainsi, pour chaque 
valeur de l'entier n, des solutions particulières de l'équation 
AT = o, à l'aide desquelles il forme la solution générale de cette 
équation pour le problème que nous venons de traiter. 

L'équation obtenue en faisant A = /i(/i + i) s'appelle équation 
de Lamé, Nous reviendrons sur cette équation dans le Chapitre XI. 



EXERCICE. 

Quadrilatère articulé. — Soit un quadrilatère plan articulé dont les 
côtés ont pour longueurs a, by c, d\ appelons ot, p, y 1^^ angles des côtés 
a, 6, Cj parcourus dans un même sens de circulation, avec le côté d. En 
projetant le contour du quadrilatère sur le côté d et sur une perpendicu- 
laire à ce côté, on a deux relations que Ton peut écrire 





/ ax -+- by -i-cz -hd = 0, 


(0 


l a b c , 

[ X y z 


où Ton pose 





X = €»', y = eP', z = eY'. 

En regardant x^ y, z comme des coordonnées courantes, on voit que la 
première des équations (i) représente un plan et la deuxième une surface 
du troisième ordre; leur ensemble représente donc une cubique plane. Les 
coordonnées d'un point de cette cubique pourront s'exprimer par des fonc- 
tions elliptiques d'un paramétre u\ 

En faisant varier u, on pourra étudier la déformation du quadrilatère. 

Si le plan et la surface (i) sont tangents, la cubique devient unicursale 
et les fonctions/, <p, ^ peuvent être remplacées par des fonctions ration- 
nelles. (Darboux, Bulletin des Sciences mathématiques.) 
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TRANSFORMATION DE LANDEN. 



195. Division par deux de la période 20). — Considérons les 
fonctions de Jacob i 

H(a), Hi(M), e(w), ei(M), 

construites avec les deux périodes 2(0, 2(o\ et en même temps les 
fonctions 

h(«|J.co'), H.(«|f ,.'), e(«|j,«.'). e.(«|f .0'), 

construites avec les deux périodes o) et sco'. On a entre ces fonc- 
tions les relations suivantes, dans lesquelles A désigne un facteur 
constant, 

H^ul-, 0)'^ = AH(u)H,(a), 

La première de ces relations se démontre en remarquant que les 
fonctions 

H^ah, o)') et H(i*)H,(M) 

ont relativement aux périodes co et 2(0' les multiplicateurs définis 
par les égalités 

/(u-hw) =-/(«), 
îiir 
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et admettent les mêmes zéros dans un parallélogramme des pé- 
riodes : le rapport de ces deux fonctions est donc une constante. 
Les trois autres relations se déduisent de celle qui donne 

H ( 2/ - > (oM en j changeant successivement u en 



2 -2 



196. Relation entre les modules et entre les multiplicateurs. — 
Soient Xr et ^ le module et le multiplicateur correspondant aux 
périodes 2(0, ao)'; et soient A"(<), g^i) le module et le multiplica- 
teur correspondant aux périodes (o, 2(i>'. 

On a, d*après la définition du module et en tenant compte des 
relations (1), 






(» 



i:j^.<).,< 



?■»■) -Kî) < 



Mais si, dans les formules du n** 73, relatives à l'addition de la demi- 
période Cl), on fait a = * on trouve 



2 



on déduit de là successivement 

w /77 O) rr: Cl) «o 



2 ^ ' 2 '^ 2 2 



D'après cela 

Cette relation peut encore s'écrire 
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D'après la définition même du multiplicateur (n® 92), on a 

, H.(.|-;,.-) 

La valeur de g^i) peut s'écrire successivement 

1 HXo)Ht(o) 

k 



v^ 



et, en remplaçant k^%) par sa valeur tirée de (2), on trouve entre 
les multiplicateurs g et g^{) la relation suivante 

(3) ^^i) = ^(i-+-^'). 

A partir de maintenant nous supposerons les quantités (o 

et -r réelles. 
i 

197. Relation entre les intégrales K et K^d 

K= r ^ ^? . K,.,= f" ^ ^?'". . 

Nous avons déjà remarqué que de Téquation différentielle vé- 
rifiée par 2 = sn ( w ; Ar, ^) 



du 
on déduit 



^=^/(l--5«)(l-^«;5«), 



/ /(i-3«)(l-i 



OU bien 

On obtiendrait de même 
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et en divisant membre à membre ces deux égalités on trouve 

puis, en se reportant à la relation (2') entre les modules, 

198. Calcul de K quand k est donné. — Concevons qu'on ap- 
plique plusieurs fois la transformation précédente, on trouvera 
successivement 

K = K(i,(i-t-^,), 
K(i)= Kjt)(i -+-X:j), 



puis, en multipliant membre à membre toutes ces égalités, 

K = Kt„)(i -4- A:(„)(i -h A:,,,). . .(i-h A:(„,), 



comme on a 



on a aussi, quel que soit /i, 

kn est toujours positif; le produit qui est dans le premier membre 
va donc constamment en croissant quand n croît, et comme il est 
constamment inférieur à K, il tend vers une limite quand n aug- 
mente indéfiniment. Il en résulte que k^n) tend vers zéro et par 

suite que K(;i) a pour limite -• On a donc 

K = ^ (1 -h A:(i,)(i 4- k^t)) . . . (I -f- ki„)) .... 

Cette formule est utile lorsque Ton veut calculer la valeur numé- 
rique de K, en supposant k donné. On la met sous une forme plus 
commode pour les calculs numériques en posant 

k = sinô, 
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ce qui donne, en se reportant à la formule (2), 
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A:,,) = tang» - et 1-4- Ar^i, = g , 

cos« - 



puis 



^(1) = tang« - = sin 9(i,, Ar^,, = tang« -^^ = sin 6,, 



on en déduit 



i-+-A:(„ = 



ces» - 9 



i-+-A:(,) = 



I 



cos«-e, 



I -+- ^w = 



(1) 



cos*-6| 



(t) 



et par suite 



-_, = cos* - 6 ces* - 6/1, cos* - 9/t) . 



2K 



( Voir DuRÈGE, Théorie der elliptischen Functionen, p. 1 77 .) 
Prenons comme exemple Ar^== 5, 6 = 45®. 
Dans ce Tableau de calcul, on a séparé par plusieurs points le 
nombre de son logarithme de sorte que Ton a mis 



N. 



au lieu de LogN =. 



De plus les logarithmes à caractéristique négative sont augmentés 
de 10. 



9 = 45* o'o',oo 
-9 = 22**3o'o',oo 



iang-9 9,617 2243 



cos 9 9,9^5 6i53 



taiig*- 9 



hin9 



(1) 



9,234 448G 



^ 9(1) =4" 36' 22', 70 



iang-9(,) 8,936 65o4.5 



cos -9a) 9*998 3840.I 



'""e'5«"'i. . 7,8733009.0 



9(„ = o°25'4(/,74 
■ 9(t)= o"i2'5o",37 



tang-9(,) 7,572 2761.7 



cos - 0/|) . 
2 ' ' 



9,999 997«<» 



tan g' 



'M 



sinO(t) 
0^jj= o^o'S', cos9(3) 0,0000000, 



2 '"J... '),i44 '5523.4 
sin 9(3) ) 
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On a donc 

cos*-6 g,93i a3o6.o 

cos^ie^i) 9,996 7680. a 

cos«ie(„ 9,999 9940.0 



JK 9,9^7 99^6. a 

^ 0,196 1198.7 

K 0,268 1272.5 

K = 1,854 0747. 

199. Calcul de la valeur de l'intégrale 

quand A: et «p sont donnés. — Soit z=isn{u\ k^ g)^ on a 

dz 

ou en posant 



JC' dz 

/(i-^*)(i-A:«^«) 



z = smf , 

c/o VI — A:«sm«ç 

de sorte que, u tX.^ étant liés par la relation précédente, on a 

sn(a; k, ^)=sinç; 

on s^assure aisément que 

cn(M; k, ^)=cos(p, 
et 

dn(M; A:, g)= /i — A:* sin*^. 



Considérons en même temps Zx = sn(a; A*(i), ^(d) en posant 



^0 /i-A-fuSin»^ 
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on aura 

sn(M; *(!)! /Td)) =sin(p(i). 

Si maintenant k et g correspondent aax périodes 2(o, aco' et si 
^in ^^ Si^) correspondent de même aux périodes co, 2Ca)', on aura, 
comme nous l'avons vu, 

Alors en prenant le rapport des intégrales dont les limites supé- 
rieures sont o et f (I), on trouve 

J^ /i — X:«8in««p a J^ /i — A:«,,sin»<p(i/ 

et Fintégrale dont la limite supérieure est (f se trouvera ramenée à 
rintégrale dont la limite supérieure est ^ (i), quand nous aurons ob- 
tenu une relation finie entre f et qp(4). 

Cette relation, que Ton peut obtenir par des considérations géo- 
métriques, nous sera utile sous la forme 

tang(<p(i,— «p)=A:'tangY 
ou bien 

tangy,.,-tangy ^ ^, 

I + tang^ tangcp(i) 
ou encore 



Pour vérifier cette dernière égalité il suffit de remarquer que 

__ snw __ 1 H(m) 

et de se reporter aux formules (i) du n° 195 donnant Hf m -> o/j 
et Hj (a ->toM; on trouve ainsi 

Transformons le dénominateur du second membre diaprés 
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ridentité, facile à vérifier, 

Hî(o)H(«+^)H(«-j) = Hî(j)H.(«)-H.(f)Hî(«), 

nous pourrons écrire 

t^T-Unir» H(u)H,(«)HÎ(0) 
•*ii.lang?(«)- — j^ j^ ' 

H.(|JHî(«)-Hf(^JH.(«) 
OU en divisant les deux termes du second membre par H^ ( — j HJ(i/) 

tang„.,= C ""J? , 

, "Ht; H.(a) 

C désignant un facteur constant ; ce facteur se détermine en divi- 
sant les deux membres par u et faisant ensuite tendre u vers zéro, 
ce qui donne 

S' 

En tenant compte enfin de la formule 

en* - 



on a bien 



sn* — 

2 



(i-f- A:')tang9 
tango,., = ._^.,,„g.y 

OU encore 

tang(«p(n — o)=^'tango, 

comme nous voulions le vérifier. 

Cela posé, concevons qu'on applique plusieurs fois de suite la 
même transformation en posant pour abréger, d'après Legendre, 
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nous aurons successivement 

F(ç. A) = 1:11*11' F(ç„„*„.), 

» 

et en multipliant membre à membre ces égalités 

Supposons maintenant que n augmente indéfiniment, nous 
avons vu que kn tend vers zéro et l'on en conclut 

limF(<p^n), A:(„,) = lim«p(«). 

Comme d'autre part on a trouvé 

^(i-+-X:(,)Xn-A:(,))...= K, 

on voit que, en définitive 

Pour calculer successivement les angles f (d, ^ ^2), . . . , ^^„^, . . . , 
nous aurons les formules 

I — k' 
tang((?(i,-?) =Ar'tang<p, A-(„=^-^^,, 

tang((p(,)— <?(n) = ^in tangçd,, kç2)= 7— jt^' 



tang(?(«i — ?(/i-i)) = ^(«-D tangcp(n_i), kin) = 



— ' ^(«-1 



'-+-^(«-1) 



Quand n est très grand k^n) est très petit, comme nous l'avons 
vu ; alors k[„_^, est très voisin de l'unité et l'on a sensiblement 

OU bien 

A. ET L. 31 
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alors 
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fan. == futzi}, 

2» «^/i— 1 



Donc à partir d^une valeur sufCsamment grande de /i, ^ reste 

sensiblement constante et Ton aperçoit ainsi que ^ tend vers 
une limite quand n augmente indéfiniment. 

Exemple numérique. — (Nous l'empruntons à k Théorie des 
/onctions elliptiques de Durège, p. 178.) 
Soient 

k^=-f © = 30*» 
2 ^ 

les valeurs données de k^ et de y. 

Il résulte d'un calcul précédent que Ton a 



2K 




TT 




k' = cosO... 


. 9,»49 485o, 


/.*; = cosOi.. 


. 9,993 5ii8, 


A:', = cosO.. . 


• 9,999 9878-9, 


/tj = cosO... . 


. 1,000 0000.0, 



Voici maintenant le calcul des angles <pi, o^, cps : 



o = 3o** 

lango 9,761 4394 

A' 9,849 4850 

iang((p,— o).. 9,610 9244 

oj — ç = 22* 12' 27', 59 
<pi = 5a* 12' 27', 56 



îpi= 52°ia'27',56 

tangçt o,uo 4374.9 

k\ 9,993 5ii8 

lang(ç,— çi). o,io3 9492.0 

oj— (p,= 5i°47'32',58 
çpî= 104° o' 0', i4 



Oj = io4**o'o%i4 



tanffoj 0,6032276.5 

^i 9,999 9878-9 

tang((pj — «pi). o,6o3 2155.4 

(p, — ©,= io4''o'i',4o 
©3 = 2o8°o'i',4o 



On prendra ici comme valeur approchée de lim 2^ le rapport 



2.J = i(2o8»o' 1-54) = 93600', 19. 



Pour exprimer cet angle en parties de raj^ons on divise le 
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nombre de secondes par 206264,8 

Log 93 6oo', 19 = 4,971 2767.9 
Log2o6 264',8 =5, 3i4 4251.3 



9,656 85i5.7 
Log — = 0,072 0073.8 



Log FC?, ^=9,728 8589.5 
F(ç, k) = 0,535 6221 pour ç =3 3o* et A:*= ' • 

Remarque. — Lorsque le module est devenu très petit le 
calcul des modules suivants peut se simplifier. ( Voir BBRTRAifn, 
Calcul intégral, p. 661 .) 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE X. 



DiTiflion de la période afa> par un nombre impair n — En posant avec 
j vérifier ridenlité 

où Ton suppose que, ^{x) correspondant aux périodes 2(1) et 20)', âr(x, q^^) 

2C0 

correspond aux périodes — > 2(i>', et où G désigne un facteur constant. 

On peut remarquer que le premier membre d'une part et ^(xx, q*^) 
d'autre part sont deux fonctions qui admettent les mêmes multiplicateurs 
pour les périodes 201, 2a>' et qui ont les mêmes zéros dans un parallélo- 
gramme des périodes. 

On a une vérification intéressante de l'identité précédente en considérant 
le produit infini qui donne ^(nx, çr'»), savoir 

C^(nx, qf*) = (i — 2çr» cos2nâ7 -h çr««) 

X (l — 2Çr»'» COS2/lâ7 -4- q*^){\ — 2Çr»» COS2na7 -h q^^"), . . , 

et décomposant chaque facteur de ce produit d'après Tidentité suivante 
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(théorème de Cotes) 

I — 2çr»cos2na?-f-çr«« = I II I — a^cosafarH ) "^ ^* 

r 

pour 

r = 0, I, 2, ..., n — I, 

ou, ce qui revient au même puisque n est impair, 
- =o, I, 2, ..., n — 1. 

D'après cette vérification Tidentité résulte de ce que, dans un produit 
infini absolument convergent, on peut remplacer plusieurs facteurs par 
leur produit effectué et réciproquement. 

Vérifier la formule 

(— i)^" &i(a:)&, ^jr-4- ^V . . ^Jarn- (71 - I) ^1 = G'3r^(nar, ç»), 

) 1 C une constante et n un nombre 

impair; de plus ^i(x) correspondant aux périodes 2u> et 2cu', ^i{nxj ç") 
correspond aux périodes — > 2ti>'. 
Des formules des deux exercices précédents déduire la suivante 

sn ( , k^'^' ) = Gsn — arsn — (a? H ).-.sn — x-i-(n — i) — h 

2 (i) 

OÙ l'on suppose que X:»^ et K^*»^ correspondent aux périodes — » 2ti> 
comme k et K correspondent à 2cu et 2(o' et où G a la valeur constante 



C = (-') i/jû)- 
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FONCTIONS A MULTIPLICATEURS CONSTANTS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT PÉRIODIQUES DE SECONDE ESPÈCE. 



200. DéflnitionB. — Dans plusieurs questions de Mécanique et 
de Physique mathématique, on est conduit à étudier des fonctions 
uniformes de i/, n'admettant à distance finie d'autres singularités 
que des pôles et se reproduisant multipliées par des constantes u 
ou [jl' quand on ajoute à u Tune ou l'autre des périodes aco et 2(o'. 
L'une quelconque de ces fonctions F (a) vériGe donc deux rela- 
tions de la forme 

F(a-h2co)= \lY{u), F(a-h2a>') = fJi'F(tt). 

M. Hermite, qui a fait l'étude des fonctions de cette nature 
{Sur quelques applications des fonctions elliptiques, Gauthier- 
Villars, i885), leur a donné le nom Ae fonctions doublement pé- 
riodiques de deuxième espèce; ces fonctions se réduisent aux 
fonctions doublement périodiques ordinaires ou fonctions ellip- 
tiques, quand les deux multiplicateurs constants p. et [x' se ré- 
duisent à l'unité. Quand les multiplicateurs [x et a' seront donnés, 
nous appellerons les fonctions telles que F (m), fonctions aux 
multiplicateurs constants [jl e/ p.^; les fonctions elliptiques sont 
alors des fonctions aux multiplicateurs i et i. 

Les relations 

F(m4-2co) = îxF(m), 

F(M-+-aco') = îi'F(a) 

entraînent évidemment la suivante où m et /t sont des entiers po- 
sitifs, négatifs ou nuls : 

F(a H- intiù -h 2/10)') = jx'^jx''» F(a). 
Il en résulte que, si la fonction F(£/) admet un pôle u=^a, elle 



-7— -HtAto)' 
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admet comme pôles, au même degré de multiplicité, tous les 
points homologues 

a,rt,rt = a H- 2 m Cl) -4- 2 n ci>'. 

Si le résidu relatif au pôle a est A, le résidu relatif au pôle am^n 
est ix'^ix'" A. De même, si la fonction F(a) admet un zéro u = 6, 
elle admet comme zéros, avec le même ordre de multiplicité, 
tous les points homologues. 

Exemple. — Voici quelques exemples de ces nouvelles fonc- 
tions. Soient A, a et X des constantes, la fonction 

est une fonction aux multiplicateurs 
En effet, les relations fondamentales 

H(M-h2(j)) =— H(m), 

H(m-+-2w')= — H(a)e~« 
donnent les suivantes : 

/(a -4- au)) =/(m)c«H 

/(M -+-20)') =/(")«« "*" . 

La théorie du pendule sphérique nous fournil un autre exemple 
de ce genre de fonctions. Nous avons trouvé, en effet, pour x^iy 
une expression de la forme suivante (p. g5) 

A, a, 6, X désignant des constantes. Or, d'après les relations fon- 
damentales 

ar(a-+-2a)) = — c*iQï»+»^a'M, 

tfCa H- 2u)') =— ««Tï'tw+w'J-TM, 
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cette fonction o vérifie les relations 

<p(a-4-2c«)) = c«iQ(«-«+«Xft)ç(a), 

c^est donc une fonction aux multiplicateurs constants 

Dans la théorie que nous allons développer, nous supposerons 
les multiplicateurs p. et [if donnés et nous formerons les expres- 
sions analytiques des fonctions qui admettent ces multiplicateurs. 
M. Hermite a indiqué, pour ces fonctions, deux formes principales 
correspondant aux deux formes fondamentales des fonctions 
elliptiques. 

L'une de ces formes donne la fonction comme le quotient de 
deux produits de fonctions H ou ^ : elle met en évidence les zéros 
et les pôles de la fonction. L'autre forme est analogue à la for- 
mule de décomposition en éléments simples; elle met en évidence 
les pôles et les parties principales correspondantes. 

Les seuls éléments analytiques nécessaires pour cette théorie 
sont les fonctions H ou c^. 

I. — DÉCOMPOSITION EN FACTEURS. CONSÉQUENCES. 

201. Expresaion générale des fonctions à multiplicateurs con- 
stants. — Soit F(i/) une fonction aux multiplicateurs constants 
donnés [n et p.'. Par hypothèse cette fonction n'a d'autres points 
singuliers que des pôles à distance finie et vérifie les deux 
équations 

F(a-i-2co) = iJiF(a), 



^'^ ( F(a-+-2a)') = fji'F(a) 

Pour obtenir une première expression de la fonction ¥{u), re- 
marquons que la fonction particulière 
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considérée dans le numéro précédent, vérifie les relations 

^ !/(«-+- 20)') = Hi'/(a), 

où 

(4) ji=e«>w, fi'=c~w 



lira .s . 



On peut toujours disposer des constantes X et a de façon à faire 
prendre à ces multiplicateurs des valeurs données à l'avance. En 
effet, |JL et u' étant donnés, on a 

(5) 

a= -^(a)Log|i'-(u'Logfx), 

\ ITT 

Log[jL ajant la même détermination dans les deux équations. 

Avec ce choix des constantes X et a, on a, par la formule (2), 
une fonction particulière /(a) aux multiplicateurs donnés (jl et u'. 
Mais alors, si Ton revient à la fonction générale F(i/) aux mêmes 
multiplicateurs, le quotient 

est une fonction elliptique aux périodes ato et 2o>'. En effet, 
quand u augmente de L'une de ces périodes, F et/ se reproduisent 
multipliées par le même facteur el ^{u) ne change pas. 

On obtient ainsi une première expression générale des fonctions 
aux multiplicateurs constants [jl et [jl^, en prenant 



F(«) = A«XuH^^)*(„), 



les constantes X et a étant déterminées par les relations (5) et $(</) 
désignant une fonction elliptique aux périodes 2o> et 2a>'. 

202. Décompoaition en facteurs. — La formule de décompo- 
sition en facteurs se déduit immédiatement de ce résultat. En effet, 
la fonction elliptique ^{u) peut se mettre sous la forme suivante 
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(n«40) 

'^^"" H(M-ai)H(M — a,;. ..H(« — ar)' 
avec la condition 
( 7 ) 6, -h 6t -4- ... -h 6r = «1 -H a, H- ... H- a;.. 

La fonction aux maltiplicateurs constants [x et [jl' peat donc 
s'écrire 

(8) F(i.) = Be>'> H(a)H(a-aO...H(a-a.) 

Telle est la formule de décomposition en facteurs. Elle conduit 
aux conséquences suivantes : 

1** Une fonction à multiplicateurs constants possède, dans 
un parallélogramme des périodes, autant de zéros que d* in- 
finis. Cela résulte de ce que, dans la formule (8) ci-dessus, il 
entre autant de fonctions H au numérateur qu'au dénominateur. 

2** Si Von considère, d* une part, les zéros, d^ autre part les 
infinis que possède une fonction aux multiplicateurs [x et jjl' 
dans un parallélogramme des périodes, la différence entre la 
somme de ces zéros et la somme de ces infinis est égale à 

^((oLogfA'— w'Logfx), 

à des multiples des périodes près. 

En effet, la fonction F(;/) définie par la formule (8) a, dans un 
parallélogramme des périodes, des infinis homologues des points 

o, ai, a,, ..., ary 

et des zéros homologues des points 

a, 6i, bt, ..., br. 

La différence entre la somme des zéros et celle des infinis est 
donc 

(9) a-h 6, H- 6,-4-, ..4-6;.— (ai -h atH-...-+-ar)-f-2mco-h2/i(ii'; 
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si Ton tient compte de la relation 

6| H- 61 -h. . . -h 6r = «1 -^ at + • . - -<- «r» 

et de la valeur ( 5) de a, on voit que la différence considérée (9) est 
T-(a) Logu'— u)'LogfJi)H- imti} •+- -ïnai', 

ce qui démontre le théorème. 

Changer les déterminations choisies pour Logjx' et Log|x re- 
vient à modifier les entiers m et n. On pourrait, par exemple, 
choisir les déterminations des deux logarithmes de façon à 
annuler m etn. 

Remarque, — Il est évident que la fonction F(i£) donnée par 
la formule (8) n^admetpas nécessairement, d^une manière effective, 
le pôle u = o : car un des zéros &i , 62, . , .^ br peut être égal à o 
ou homologue de o. De même, cette fonction n'admet pas néces- 
sairement le zéro a. 

Les deux théorèmes que nous venons d'énoncer admettent la 
réciproque suivante : 

3** Si Von considère une expression de la forme 

F(a) = B.uH(«-^)H(a-^.)...H(.^-M: 

dans laquelle les constantes \ a^ a^^ . . .^ ar^ b^b^^ . . ,^br vé- 
rifient les deux relations 



^ = :rzMs\^f 



(10) 



10} 

b -h bi-h . . ,-h br— (a -{- ai -h.. .-h Ur) = — (w Logji'— w'Logji), 



cette expression F(i/) définit une fonction aux multiplica- 
teurs [JL et p.'. C'est ce qu'on vérifie immédiatement en partant des 
relations fondamentales 



H(a4-a(*)) = — H(a), 
H(a-f-2to')= — H(a)c »*""*""'. 

Quand les multiplicateurs p. et [x' sont égaux à i, la fonction 
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F(i/) devient une fonction elliptique, et la deuxième des rela- 
tions (lo) exprime alors le théorème de Liouville (n° 39). 

203. Nombre minimum de pôles d'une fonction à multiplica- 
teurs constants. — Nous avons vu qu'une fonction elliptique a, an 
moins, deux pôles simples ou un pôle double dans un parallélo- 
gramme des périodes. Il en est autrement pour les fonctions à 
multiplicateurs constants. 

Quand les multiplicateurs |x et [jl' sont quelconques et ne 
x'érifient pas la relation 

(il) ^î-(a>LogfA'— (D'Log|i) = o, 

lit 

pour des déterminations convenables des logarithmes, toute 
fonction aux multiplicateurs [x et jjl' admet au moins un pôle 
simple dans un parallélogramme des périodes. 

En effet, si la fonction F((/) donnée par la formule générale (8) 
n'avait pas de pôles, elle n*aurait pas de zéros, et cette fonction 
se réduirait à la fonction 

F(a)= Bc>«, 
dont les multiplicateurs 

vérifient la relation (i i) que nous avons écartée. 

Il 7 a donc au moins un pôle. D'ailleurs, il existe des fonctions 
avec un seul pôle dans un parallélogramme des périodes. Telle est, 
par exemple, la fonction déjà considérée 



/<'"=*ï^''-. 



où X et a sont déterminés par les équations (5). Cette fonction 
a, comme pôles, le point a= o et les points homologues. Telle 
est encore la fonction 



■^ ^ H(a — v) 
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OÙ V est une conslante quelconque; cette fonction admet, comme 
pôles, le point u= {> et les points homologues. 

204. Fonctions à multiplicateurs spéciaux. — Nous dirons que 
les multiplicateurs [x et [i' sont spéciaux quand ils vérifient une 
relation de la forme 

(0 Logfx' — (I)' Logfz = o, 

pour une détermination convenable des logarithmes. Dans ce cas, 
il existe une fonction partout ^nie dans un parallélogramme des 
périodes et admettant les deux multiplicateurs : cette fonction est 

X étant déterminé par les deux relations compatibles 

aui 2 0)' 

La fonction la plus générale F (m) aux multiplicateurs spéciaux jx 

et [x' est alors 

F(M)=Ae>-«*(M), 

<I>(m) désignant une fonction elliptique. Une fonction elliptique, 
non réduite à une constante, a au moins deux pôles simples ou un 
pôle double dans un parallélogramme; donc, si la fonction F(u) 
ne se réduit pas à une simple exponentielle Ae^", elle admet dans 
un parallélogramme au moins deux pôles simples ou un pôle 
double. Telles sont les fonctions 

c^»sn2M, c^« [Z( M — a) — Z(m — 6)], 
n. — DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS SIMPLES. 

205. Élément simple. — Reprenons la fonction 

les constantes X et a étant déterminées par les équations 
a = ^ (<» Log |a' — m' Log (x). 
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Ecartons le cas des multiplicateurs spéciaux étudié dans le dernier 
numéro. Alors a n'est pas homologue de zéro et la fonction f{u) 
devient eSTectivement infinie au point a = o et aux points homo- 
logues. Déterminons la constante A de telle façon que le résidu 
de /(m) relatif au pôle a = o soit égal à i. Pour cela, il suffit 
d'écrire que le produit u/(u) est égal à i pour m = o. On a ainsi 

AH(a) , __ H'(o) 

■- H'(o) ' ^- H(a) 

et la fonction /(u) devient 

Cette fonction /{u) constitue l'élément simple introduit par 
M. Hermite pour obtenir la deuxième expression générale des 
fonctions aux multiplicateurs [jl et pi'. Elle vérifie les deux relations 

|/(a-+-au)')=HLV(")î 

elle admet comme pôle simple le point u = o et les points homo- 
logues. Au point i/ = o son résidu est i; au point w='2/wto-f-2/ico', 
met n étant des entiers quelconques, son résidu est pi'^p^'", comme 
il résulte de l'équation 

/(a -h 2 ma) -f- 2/1(1)')= Ht'»|ji'«/(w), 

conséquence immédiate des relations (i3). Si dans ces relations on 
change u en u — v, v désignant une quantité quelconque indé- 
pendante de Uj ou a aussi 

I /(M-i^-H2ai) = |a/(w— (;), 
La fonction 

regardée comme fonction de u, a donc les mêmes multiplicateurs pi 
et [jl' que/(w) : elle admet comme pôles simples le point m = i; et 
leS points homologues, le point u^=v avec le résidu + i . 
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Il est intéressant de voir quelles sont les propriétés de cette 
même fonction /(n — ^) considérée comme fonction de v. Si dans 
les relations (i4) on change u en u — aïo on obtient deux non* 
velles relations que nous écrirons comme il suit 

/(a — p-2a>) = - /(a — p), 

/(u — p — aw') = -7/(tt — ^)' 

Ces relations montrent que /(i/ — i^) considéré comme fonction 

de ç est une fonction aux multiplicateurs inverses - et -;• Cette 

fonction de ç admet comme pôles simples le point v=z u et les 
points homologues, le point v= u avec le résidu — i . On vérifie, 
en effet, immédiatement, que le produit {sf — u)f{u — v) tend 
vers — I quand v tend vers u. 

206. Formule de décomposition. Cas des pôles simples* — Soit 
une fonction F(i/) aux multiplicateurs non spéciaux pi et |x'. Sup- 
posons d'abord que celte fonction n^ait que des pôles simples ho- 
mologues respectivement de certains points 





a = a, M = 6, 


et soient 






A, B, 



les résidus de F (a) aux points a, 6, ...,/. 
Considérons la différence 

V(a)=F(a)— A/(a — a)— B/(a — 6) — ...- L/(w — /). 

Nous allons montrer que cette différence est identiquement nulle. 
En effet, ^{u) est une fonction^ aux multiplicateurs [x.et ^1 , car 
elle est une somme de fonctions F(m), — A/(w — a), ... ad- 
mettant séparément ces multiplicateurs. En outre, celte fonction 
W{u)q^I finie pour toutes les valeurs de ?/, car, dans le voisinage 
de w == a, par exemple, on a, par hypothèse, 

F(u)= h fonction régulière; 
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de plus, d'après les propriétés de la fonction /({^ — ç>), on a, dans 
le voisinage de <^ = a, 

f(u)= h fonction régulière ; 

enfin les autres termes /(u — fr). . ./(w — Z) sont des fonctions 
régulières au point u = a. Dans la combinaison qui donne ^{u) 

les termes en __ disparaissent et V(m) est finie pour m = a. Il 

en est de même des autres points u = b, . . . ^ 11 = l et des points 
homologues. 

Ainsi ^{u) est une fonction aux multiplicateurs non spéciaux 
[L et [x', n! admettant plus aucun pôle à distance finie. Mais une 
telle fonction ne peut pas exister (n° 203) : donc V(m) est iden- 
tiquement nulle. On a alors la formule 

(16) F(M)=A/(w-a)-+-B/(a-6)-+-...-hL/(tt — 0- 

C'est la formule de décomposition en éléments simples, mettant 
en évidence les pôles non homologues a, 6, . . ., / et les résidus 
correspondants. Chaque terme de cette formule est une fonction 
de u aux multiplicateurs [x et |jl' admettant dans un parallélo- 
gramme un seul pôle simple. 

Inversement toute expression de la forme (16) dans laquelle a, 
6, ..., / sont des points non homologues deux à deux et Â, B, ..., L 
des constantes quelconques, est une fonction aux multiplicateurs 
}x et {x', ayant comme pôles les points a, 6, . . . , / et leurs homo- 
logues, les résidus relatifs aux points a, 6, . . . , / étant Â, B, . . . , L. 

D'après cela, on peut choisir arbitrairement les résidus A, 
B, . . . , L : il n'existe entre eux aucune relation nécessaire. Il y a 
donc là une diiTérence avec les fonctions elliptiques pour lesquelles 
la somme des résidus est nulle. 

Exemple de décomposition. — Soit 
a elb étant deux constantes non homologues entre elles et non 
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homolo^es de o. Cette fonction admet les multiplicateurs 

comme il résulte des propriétés fondamentales de la fonctioo H; 
elle admet comme pôles les points a et 6 et les points homologues. 
Construisons Télément simple correspondant 

Hïo)H(i.~a) 
•^^")- H(a)H(a) ^ ' 

en choisissant X et a de façon que cette fonction admette les mêmes 
multiplicateurs [x et |jl'. Il suffit de prendre 

X = o, a= — (a -h b); 
l'élément simple est donc 

J^"'f- H(a-h6)H(w) 

Les résidus de la fonction à décomposer F(w), relatifs aux deux 
pôles non homologues a et 6, sont 

. _ H«(a) p_ H«(6) 

H'(o)Hca -6/ H'(o)H(6-o)' 

pour les obtenir, il suffit de chercher les limites des deux produits 
(m — a)¥{u) et {u — b)F{u) pour u = a et u = b. 
La formule de décomposition est donc 

F(u)=Af(u-a)-hB/{u-'b), 
ouy en écrivant tous les termes explicitement 

H«(ci) 
H(a — a)H(M — 6) 

I r U^(a)U(u-hb) _ H«(6)H(KH-g) 1 

~ H(a-4-6)H(a — 6} [ H(m — a) H(a - 6) J' 

207. Cas des pôles multiples. — Le même raisonnement nous 
donnera la formule dans le cas des pôles multiples. Supposons que 
la fonction F{u) aux multiplicateurs non spéciaux [x et ja' ad- 
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mette comme pôles les points a, 6, ..., /non homologues; et 
supposons que les parties principales relatives à ces pôles soient 
respectivement 



?*(") = 



u — a (u — a)* {u — ay (a — a)» 

B B, B, Bp-t 



Si Ton désigne par/',/*', ... les dérivées successives de /(m), la 
diSTérence 

«F(w)=F(a)-[A/(a-a)-A,/'(a-a)-+--j^/V"~a) 
-[B/(a-^)-Bi/(u^6) + -5l/-(,,-6) 



est encore identiquement nulle : en effet, dans le voisinage de 
u=: a par exemple, on a 

/(u — a)= -♦- fonction régulière, 

f'(u — a)=— ■ -4- fonction régulière, 

I 2 

/"( M — o) = ; — 77 -+- fonction régulière, 



yitt-i)(^ — a) = (—!)«-* 1.2. .^g I) ^f^j^jj^j^j, régulière. 

Donc 

A/(a-a)-A,/(tt-a)-4.^/'(u-a)-+-... 

^ iZl_i 5t:iy(a-i)(£4 — a)= <Pi(u) + fonction régulière. 

1 .2 . .a — I * 

A. BT L. 33 
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Comme dans le voisinage de u = a, on a aussi, par hypothèse, 
F(u)= ïpi( m) H- fonction régulière; 

on voit que ^{u) est régulière au point a; il en est de même des 
autres points 6, . . . , /et des points homologues. Cette différence 
^{u) est donc une fonction aux multiplicateurs non spéciaux \k 
et \t! n^ ayant plus aucun pôle à distance finie. Comme une telle 
fonction ne peut pas exister (n® 203), ^{u) est identiquement 
nulle et l'on a la formule de décomposition 



(£8) 



1.2. ..a — 1 "^ ^ J' 



la somme étant étendue à tous les pôles non homologues. 

Réciproquement, toute expression de cette forme, dans laquelle 
les coefficients A, A|, .. .,Aa_i, . . . sont choisis arbitrairement, est 
une fonction aux multiplicateurs [x et [x'. 

On voit l'analogie de cette formule avec celle que M. Hermite a 
donnée pour les fonctions elliptiques et que nous avons établie 
au n° 26 par un raisonnement presque identique. 

Exemple. — Prenons, par exemple, la fonction (17) de la 
page 335, en y faisant b = a, 

Cette fonction admet les multiplicateurs 

IfICa 



[1 = 1, jx =e 



(0 



elle a comme unique pôle double le point u = a et les points ho- 
mologues. Dans le voisinage du point u = a, on a, par la formule 
de Taylor, 

H(a)=H(a)-h(u — a)H'(a)H-..., 

H(u^a) = (a-a)H'(o)4.iiJ-=^H-(o)4-.... 
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car H(m) étant impaire, H(o), H''(o) sont nulles. Donc 

H(^) 1 H(g)-i-(tt — a)H^(a)-4-... 

H(a — a) "" (tt — a)H'(o) (a — a)' H"(o) 

6 ir(o) 

[H(a) + (tt-a)H'(a)-h...]. 



"" (tt — a)il'(o) 
En élevant au carré, on a enfin 

H«(«) _ I H«(a) 2 H(a)H^(a) 

H«(« — a) " (tt — a)« H'«(o) "^ (a — a) H'»(o) "^'"* 

les termes non écrits formant une fonction régulière au point a. 
On a ainsi mis en évidence la partie principale de F{u) au pôle a. 
L'élément simple avec les multiplicateurs [x et il' est actuellement 

H-(o)H(a-4-aa) 
La formule de décomposition est enfin 

208. Méthode de M. Hermite. — Pour établir la formule de dé- 
composition, nous avons suivi une marche analogue à celle que 
nous avons employée pour les fonctions elliptiques (n®* 24 et 26). 
M. Hermite établit cette formule par la méthode suivante, que nous 
indiquons à titre d'exercice : 

Soit F(u) une fonction aux multiplicateurs non spéciaux pi 
et {x'; désignons par v une variable auxiliaire et considérons la 
fonction de v 

*(p)=F(t^)/(a — (^). 

Cette fonction est doublement périodique : car, si Ton augmente r 
de l'une des périodes, F(ç>) se reproduit multiplié par [jl ou jx' et 

/(u — v) multiplié par - ou —,', donc le produit ^(i^) ne change 

pas. La fonction ^{v) est donc une fonction elliptique. En écrivant 
que la somme des résidus de<P{ç) relatifs aux pôles situés dans un 
parallélogramme ou, ce qui revient au même, relatifs aux pôles 
non homologues, est nulle (n^ 25), on obtiendra la formule 
cherchée. 
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Les inGnis de ^{v) sont les infinis des deux facteurs F(i') 
et /(m — v) : les inGnis de F(v) sont homologues des points 

a, b, ..., /; 

ceux de /(u — i>) sont homologues du point u. Supposons, pour 
simplifier, les pôles de F{v) simples et soient Â, B, . . ., L les ré- 
sidus de F correspondant aux pôles a, b, .«.,/. Les résidus de 
<>((;), relatifs à ces pôles, sont 

A/(a-a), B/(a~6), ..., L/(u-l). 

Le résidu de <>((^) relatif au pôle if=uest 

-F(u). 

Écrivant que la somme de ces résidus est nulle, on a bien la 
formule cherchée. 

Nous laissons au lecteur le soin d^appliquer la même méthode 
au cas des pôles multiples. 

S09. Multiplicateurs spéciaux. — Dans ce qui précède, nous 
avons écarté le cas où les multiplicateurs [x et a' vérifieraient, pour 
des déterminations convenables de Loga et Logfx', la relation 

o) Log jjl' — a>' Log ji = o. 

Supposons maintenant celte relation remplie : il existe alors une 
exponentielle de la forme 

admettant ces deux multiplicateurs, car les deux équations 

donnent pour X des valeurs compatibles. Cette fonction 

est une fonction n^ajant aucun pôle à distance finie. L^élément 
simple appelé /(<^) n^existe plus dans ce cas, car la constante et est 
homologue du point o. Donc les formules de décomposition gé- 
nérale ne s'appliquent pas à ce cas. 

Mais, actuellement, toute fonction F{u) aux multiplicateurs 
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spéciaux [x et [x' peut s'écrire 

F(u)=c^»*(u), 

<^(u) étant une fonction elliptique. Il suffira de décomposer cette 

fonction <^{u) en éléments simples par les formules des n®' 24 

el 26, et il en résultera une formule donnant F(i/). Par exemple, 

supposons que F{u) ait seulement des pôles simples homologues 

des points 

a, 6, ..., /, 

les résidus relatifs aux points a, 6, . . . , / étant 

A, B L. 

La fonction elliptique 

*(u)=c-X«F(a) 
admet les mêmes pôles avec les résidus 

On a donc, d'après la formule (3i) du n® 24, 

*(a) = Co-f-c-^«AZ(a- a) -he-^*BZ(a— 6)-i-...-+-c-^aZ(u — /); 

en outre, la somme des résidus de la[ fonction elliptique <P étant 
nulle, on a, entre les pôles et les résidus de F, la relation 

(ig) Atf->«-+- Bc-^^-4-. . ,-4- Lc-^'= o. 

Revenant à la fonction donnée F par la formule 

F(a)=eX»*(a), 
on a enfin la formule 

F(m)= GoC^"-4- Ac>(«-«J Z(m — a) 

-^ Bc^i»-^J Z(a — 6) + . . .-h Le^<"-'J Z(m — /). 

On pourrait donc prendre actuellement comme élément simple la 

fonction 

«p(tt)=:cXaZ(a) 
et écrire 

F(m) = CoC^«»4- A <p( M — a)-h B (p(u — 6)4-. . .-+- L «p(M - /). 
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Il est important de remarquer que, si les multiplicateurs sont 
spéciaux, les résidus ne peuvent plus être choisis arbitrairement : 
ils sont liés aux pôles correspondants par une relation, qui a la 
forme (19) quand tous les pôles sont simples. 

Ilî. — Équation de Lamé. Équations de M. Picard. 

210. Équation de Lamé. — Une application des plus impor- 
tantes des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, 
ou fonctions à multiplicateurs constants, est Tintégration d'une 
classe d'équations différentielles linéaires et homogènes ajant 
pour coefficients des fonctions elliptiques. 

La première équation de ce genre a été considérée par Lamé à 
propos de l'équilibre des températures dans un ellipsoïde homo- 
gène. Cette équation, appelée équation de Lamé, a d'abord été 
prise par Lamé sous la forme 

^ =[/i(/i-+-i)/:«sn«a?-f-A]7, 

k étant le module, n un entier et h une constante. Lamé s'est 
borné à intégrer cette équation pour des valeurs particulières 
de h choisies de telle façon que Téquation admette une solution 
qui soit un poljnome entier en sn j?, ou un polynôme entier en sn x 
multiplié par Tun des trois facteurs cnor, Anx ou cn^dnx. 
Par exemple, quand /i = 1 , l'équation 

-T^ = (aA:* sn»a? -4- A)^, 

admet la solution 

^ = sna:, 

pour h = — (i H-^'), et la solution 

y = cna?, 
pour /t = — I . 

M. Hermite, se plaçant dans le cas général où A est quelconque, 

a montré que l'équation de Lamé peut toujours être intégrée et 

que son intégrale générale est de la forme 

j^ = GF(a7)-f-G'F(— ic), 
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F(x) étant une fonction à multiplicateurs constants, C et C deux 
constantes arbitraires. 

21 1 . Forme de l'équation de Lamé dans les notations de M. Weier- 
strass. — Si dans Péquation 

— ~~ = n(n-\-j)k^sn*x-hh. 

y dx^ ^ ' 

on fait le changement de variable 

u 



:r = y -h iK', 

// désignant la nouvelle variable et X une constante, et si Ton se 
reporte à la formule 

sn(j+.K')=-L-, 

r équation devient 

i^ d>y ^ /i(A-n) ^ ^ 
Y du^ * u 

'^ ^**^ X 

Introduisons maintenant la fonction -pu par la formule (n® 97) 

nous obtenons Téquation 

où / est une constante. C^est là la forme de l'équation de Lamé 
dans la notation de M. Weierstrass, telle que nous Pavons ren- 
contrée au n** 194. 

âlS. Intégration de l'équation de Lamé pour /t = i. — Nous 
allons exposer la méthode de M. Hermite pour le cas de n = i, 
qui, d'après les recherches de M. Hermite, se présente dans l'étude 
des mouvements à la Poinsot. Nous rattacherons ensuite le cas 
où n est un entier quelconque à un théorème de M. Picard. 
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L'équation de Lamé, pour n = i , peut s'écrire 

(.0) __ = ,p„+/. 

Essayons de la vérifier par la fonction à multiplicateurs constants 

a et X désignant des constantes. Nous avons, en prenant les dé- 
rivées logarithmiques des deux membres 

~ ^ = ;(«-»- a)- Ça -^^, 
et en dérivant de nouveau 

Mais d'après la formule d'addition pour Çi/ (n® 44) la valeur de 

T-^ peut s'écrire 

Xt du ^ 

yx du 1 pu — pa 

puis, d'après la deuxième formule d'addition pour p£/ (n" 45), 
on a 

p( w -+- a) = - ( î- — ) — DM — pa. 

*^^ ' kXpu-^pa) *^ ^ 

On a donc enfin 

-7^ = lïpu-hpa— --{^ =-— ) 

yt du* 4\pu — pa/ 

\ a pu-paj 

Pour que le second membre devienne égal à 2pU'hly on voit 
qu'il suffit de faire 

pa = /, X = — Ça. 

Ainsi l'équation (20) admet la solution 

a'(M-4-a) -^ 
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à condition que la constante a soit déterminée par Téquation 

(ai) pa=^l. 

Comme Téquation différentielle ne change pas quand on change 
u en — 11^ elle admet également la deuxième solution 

qui s'obtient aussi en changeant le signe de a, ce qui est évident 
d'après l'équation (21) dont le premier membre est une fonction 
paire de a. 

L'équation de Lamé pour n = i admet donc l'intégrale générale 

^ du tfu 

C| et C2 désignant deux constantes arbitraires. 

S13. Équations de M. Pioard. — L'équation de Lamé rentre 
dans une classe d'équations différentielles linéaires et homogènes 
qui peuvent être intégrées à Taide des fonctions à multiplicateurs 
constants, comme l'a montré M. Picard {Comptes rendus, 1880, 
i*' semestre. 

Soit une équation linéaire d'ordre n de la forme 

5^ +/.(^) 5^ +/.(*) 5ï;r5 +• • .+A(*)7 = o. 

dont les coefficients /i(j?), /2(^)î • • •) fn{^) sont des fonctions 
elliptiques aux mêmes périodes 2€i> et aco'; supposons en outre 
que Ton sache que l'intégrale générale est uniforme en x et n'ad- 
mette pas d'autres singularités que des pôles à distance finie. 

Dans ces conditions, l'équation est intégrable à l'aide de fonc- 
tions à multiplicateurs constants. 

Pour le démontrer, supposons l'équation du troisième ordre 

Le raisonnement que nous allons employer s'appliquera à une 
équation d'un ordre quelconque. 
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Le point de départ est dans ce fait que quatre solutions quel- 
conques j^,, ^2, Vzyy* de l'équation du troisième ordre (aa) sont 
liées par une relation linéaire et homogène à coefficients constants 
de la forme 

Ciyi-h Ciyt-i- Czyz-h C^jr^ = o. 
Soit alors 

une intégrale de Téquation : par hypothèse, c'est une fonction 
uniforme de x. Comme l'équation différentielle ne change pas 
quand on change x en x -^ 21»), elle admet aussi les intégrales 

J^i=?(a?-t- 20)), 7s=<p(^-+-4<«j), 74=?(ar-+-6a)). 

Entre ces quatre fonctions a lieu, quel que soit x^ une relation 
de la forme 

(a3) Cl <p(a7)-hCt çp(a?-+-2(i))-i- Cso(a7 -+- 40))-+- C* «p(ic -+-6ai)= o. 
En supposant G4 différent de zéro et divisant par C4, on a 

(24) <p(ar-+- 6w) = Ti <p(a?)-h Ct «p(a?-h2ti))H-Cj <p(a?-+- 4««')» 

Oi, C2, C3 désignant des constantes déterminées. Considérons alors 
la fonction 

(25) 'î'(^)= Xi(p(a?)-+-X, ç(a7-h2ai)H-Xs©(x-+- 4(0), 

où X,, X2, X3 sont des constantes arbitraires. Cette fonction est 
une intégrale de l'équation : nous allons montrer que l'on peut 
déterminer les rapports de ces constantes X de telle façon que 

(26) ^(X -\- 1^1})= lL^(x)f 

[L étant une constante convenablement choisie. En effet cette der- 
nière relation s'écrit, en vertu des précédentes (24) et (26) 

Xi«p(a?-H2ti))-hXio(j:-h4ti))-HX8[C| «p(a7)-4-Ciçp(a7-4-2ti))-+-Cs<p(ar-4-4w)] 
= fJt[Xi <p(ar)-hXt<p(a?-h2u))-i-X, îp(a7H-4(i))]; 

d'où, en égalant les coefficients de <p(^), y(a;-+- 2co), ©(^ -+- 4^), 

I jlXi — CiX8=0, 

(27) I -.Xi-4- jxX,— C,X3 = 0, 

( — X,-4-(fA — C,)X8=0. 
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L'élimination de )^|, X^, )^3 entre ces équations donne, pour dé- 
terminer [X, Téquation du troisième degré 

(a8) fJL»— CjfJL* — CtfJL— Ci=0. 

Après que Ton aura pris pour p. une racine de cette équation, 
on tirera des équations (27) devenues compatibles les rapports de 
deux des quantités âo ^2j ^3 à la troisième, et Ton aura ainsi une 
intégrale ^{x) telle que 

^(a?-f- 20))= fJL'Ka?). 

En parlant maintenant de cette intégrale, comme nous sommes 
partis de cp(^), on montrera que l'on peut déterminer des coeffi- 
cients constants X',, â'^, V3 de telle façon que l'intégrale 

vérifie une relation de la forme 

F(.TH- 2w';= [i'F(x). 
D'ailleurs cette fonction F(x) vérifie évidemment la relation 

F(a7H-2a))= {AF(a?), 

puisqu'elle est une somme de trois fonctions ^ qui la vérifient sé- 
parément. 

On a donc démontré que l'équation possède au moins une 
intégrale F(:r) admettant deux multiplicateurs constants. Suppo- 
sons cette intégrale trouvée : alors, conformément à la théorie gé- 
nérale des équations linéaires, on fera le changement de fonction 

z étant la nouvelle fonction inconnue. Cette fonction z vérifie une 
équation du second ordre 

dont les coefficients sont é/oe^6/eme/i^ périodiques, comme formés 
rationnellement avec les fonctions /i{x), /2{x) qui sont dou- 
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blement périodiques et les quotients 

F'(x) F'(x) 
F{x)' F(x)* 

qui le sont également. En outre, Tintégrale générale^ de Téqua- 
tion donnée étant supposée être uniforme et n^avoir que des pôles 
à dislance finie, la nouvelle fonction 



- ^ r -^ 1 



possède les mêmes propriétés. L'équation différentielle en z 
possède donc les propriétés caractéristiques des équations de 
M. Picard : elle admet au moins une intégrale qui est une fonc- 
tion à multiplicateurs constants. On l'abaissera par le même pro- 
cédé à une équation du premier ordre qui s'intégrera par une 
fonction à multiplicateurs constants. 

Remarque. — Nous avons supposé, dans notre raisonnement, 
C| différent de zéro. Si G4 était nul (équation 28), on aurait 

Cl «p(a?)-hCiîp(ar-f-au))H- C3 f (a? -t-4a))= o. 

Alors on supposerait C3 différent de zéro et l'on aurait 

on poserait 

^(rF)= Xi <p(a?)-hXj«p(a?-h2a)) 

et on déterminerait le rapport v^ par la condition 

p. désignant une constante. Les conclusions sont donc les mêmes. 
Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas d'entrer dans le 
détail des divers cas qui peuvent se présenter. Nous renverrons le 
lecteur aux Mémoires de M. Picard {^Journal de Crelle, t. 90) et 
de M. Floquet {Annales de V École Normale, 3' série, 1. 1, i884). 

214. Retour à l'équation de Lamé. — Prenons comme exemple 
l'équation de Lamé 

— -r^ = /i(/i-hi)pa-+- /, 
y du* ^ ' '^ 
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OÙ n est un entier que Ton peut toujours supposer positif, car 
Inéquation ne change pas par le changement de n en ( — n — i). Il 
résulte des théorèmes sur les équations linéaires établis par 
M. Fuchs (*) que cette équation a, quel que soit /, une intégrale 
générale uniforme ne possédant d'autres singularités que des pôles 
à distance finie. On peut donc affirmer, d'après le théorème de 
M. Picard, que cette équation est intégrable à Taide des fonctions 
à multiplicateurs constants. Voyons quels seront les pôles de ces 
fonctions et leur ordre de multiplicité. 

Soit II = a un pôle, d*ordre a, d'une intégrale y\ on a, dans le 
voisinage de ce point, 

^= C(a — a)-a[i-f- Ai(tt — a)+ A,(M — a)*-»-...], 
C, A|, A2 désignant des constantes. On en conclut 

' ^y ^ ^ A|-+-2At(a — a)-+-. . . 

y du~~ u — a i-4-A|(tt — a)-h... 

ou, en développant le second rapport suivant les puissances de 
u — a, 

y du u — a ^ ^ 

Différentions par rapport k u; il vient 

I d^_(i_ ^r\*_ « , R _^ 
'ydW^ \ydu) -'(a-a)^'^''*'^--' 

et, en remplaçant - ^ par sa valeur, 

I d^y __ a(a-hi) 2a A| 
y du^ "" (a — a)* u — a 

D'après l'équation de Lamé, ceci doit être égal à 

n{n -\- i)pu-t- /. 

Comme les seuls pôles de pu sont o et les points homologues, 
a doit être égal à o ou homologue de o. Comme la partie prin- 
ce) Journal de Crelle, t. 66, p. lai. 
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cipale de pu dans le voisinage d^m de ses pâles est 

I 

oa doit avoir 

La première relation exige, puisque a et /i sont positifs, 

a^ n 
et la seconde 

Ai = o. 

Ainsi une intégrale quelconque de l'équation de Lamé admet, 
comme seuls pôles, les points homologues de o : tous ces pôles 
sont d'ordre /t. Nous savons d'autre part que Féquation de Lamé 
admet au moins une intégrale y^ qui est une fonction à multipli- 
cateurs constants. D'après la formule (8) du n^ 202, qui donne 
une fonction à multiplicateurs constants comme le quotient de 
deux produits de fonctions H mettant en évidence les pôles et 
les zéros, cette intégrale j^i est nécessairement de la forme 

•^'"^^ wn^) 

ou, avec les notations de M. Weierstrass, 

Il reste à déterminer les constantes 

ai, aj, ..., an, X, 

de façon que cette fonction vérifie Téqualion de Lamé; c'est ce 
que l'on fera par un calcul analogue à celui que nous avons dé- 
veloppé (n° 212) pour le cas simple de /i = i . 

L'équation admettra une deuxième intégrale, y^ déduite de y^ 
par le changement de a; en — x. On retrouve ainsi les résultats 
de M. Hermite. 



CHAPITRE XII. 

FONCTIONS A MULTIPUCATEURS EXPONENTIELS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT PÉRIODIQUES DE TROISIÈME ESPÈCE. 



215. Définition. — M. Hermlle a appelé /o/ic^on doublement 
périodique de troisième espèce une fonction uniforme n'ad- 
mettanl d^autres singularités que des pôles à distance finie et 
vérifiant deux équations de la forme 

a, i, a', V désignant des constantes. Les facteurs e^-«+* et e«'^*^*', 
par lesquels la fonction est multipliée quand l'argument croît 
d'une période, sont les multiplicateurs de la fonction : ces mul- 
tiplicateurs sont actuellement des exponentielles linéaires en x. 
L'étude de ces fonctions a été faite par M. Hermite {Comptes 
rendus, 1861 et 1862; Journal de C relie, t. 100); par M. Biehler 
{Thèse de Doctorat, 1879) et par M. Appell {Annales de V École 
Normale, 3" série, 1. 1, II, III et V). Des exemples simples de ce 
genre de fonctions sont fournis immédiatement par les fonctions 
<y, H, 6, .... D'une manière générale, la fonction 

^ ' ^^ ' H(iF — ai) H(ar — aj). ..H(iF — a^) 

où le nombre p des fonctions H au numérateur est différent du 
nombre q des mêmes fonctions au dénominateur, est une fonction 
doublement périodique de troisième espèce. Nous verrons plus 
loin que, réciproquement, toute fonction doublement périodique 
de troisième espèce peut être mise sous cette forme. Nous donne- 
rons encore deux expressions principales de ces fonctions : Tune, 
par un quotient tel que (2) de deux produits de fonction H, 
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mettant en évidence les zéros et les pôles; Pautre, par une somme 
d'éléments simples, mettant en évidence les pôles et les parties 
principales correspondantes. 

216. Simplification des relations que vérifie une fonction à mul- 
tiplicateurs exponentiels. — Soit une fonction <f{x) telle que 

<p(rF-f- 20)) = e«*-^*ç(a?), 
«p(a?-h 2(o')= c«'*-^*'<p(ir). 

Posons, en désignant par X et [x des constantes, 

On peut toujours déterminer Xei [x de façon que/(â;) admette la 
période 2(0, c'est-à-dire ne change pas de valeur quand x croit 
de 2(0. En effet on a 

Cl pour rendre cette exponentielle égale à i, il suffit de déter- 
miner X et [X par les deux équations du premier degré 

(3) 4^w = — a, 4^««*'-t- 2|i(o = — 6. 

La fonction /(x) vérifie alors deux relations de la forme 

f(x-hitù) =/(a?), 



(4) 

A et fi désignant deux constantes dont la première a pour valeur 
A = 4Aa)'-+-a'= • 



Comme la fonction /(x) admet la période 2(o, les deux membres 
de la seconde relation (4) ne doivent pas changer quand x croit 
de 2(0 : on a donc 

N désignant un entier positif ou négatif. Les relations (4) s^é- 
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crivent alors 

/(a7-+-2to) =f{:c), 

Si rentier N était nul la fonction f{x) serait une fonction aux 
multiplicateurs constants i et e**, fonctions que nous venons d'é- 
tudier. Nous supposerons donc N différent de zéra. Dans cette 
hypothèse, on peut encore simplifier un peu les relations ci- 
dessus, en prenant comme nouvelle variable 

NtTT 

et posant 

F(«)=/(«-|S)- 



Cette fonction F(w) vérifie alors les deux relations 

(5) 



[ F{u-h2(»i) =F(w), 
F(w-h2w')=e ^ F(w). 



C'est à cette forme simple que nous supposerons toujours que l'on 
ait ramené les deux relations vérifiées par une fonction double- 
ment périodique de troisième espèce. 

217. Exemple du cas N = r. — La fonction 
(6) E(u)= ^e^ U,(u) = - -J~e^ U(u-t^) 

\q Vq 

est une fonction régulière en tous les points à distance finie ou 
ce que Ton appelle encore une fonction entière de w, car elle se 
comporte comme un polynôme en tous les points à distance finie. 
D'après les propriétés de la fonction II,, on a 

Hi(tt-t-2(o)=-H,(a), 

H,(a -+- 20)')= g- "i^^"^"'^ Hi(m); 

ce sont les formules du n° 76, où nous écrivons 20) et 2 co' au lieu 

de 2 K et ii¥J . Il en résulte que la fonction E(w) vérifie les rela- 

A. ET L. aS 
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lions 

' E(a-+-2(o) = E(m), 

(7) i^" 

E(a-i-2a>') = c w E(w), 

relations de la forme (5) où N = i. Cette fonction entière E(m) 
est partout finie; elle a les mêmes zéros que H| (w), à savoir : le 
point a = (o. et les points homologues; il y a un et un seul de ces 
zéros dans chaque parallélogramme des périodes. 

Nous avons donné pour H, (u) la série suivante (p. ii5) 



H,(«)= 2 y » e 



ta> 



La fonction E(m) est donc donnée par la série 

E(w)= V qnin+i)e w 

/l=r— 00 

OU encore, en changeant n en n — i, 

** ni'KH 



E(m)= V ^«^«-î'e ^ 



n = — «B 



I. — DÉCOMPOSITION EN FACTEURS. CONSÉQUENCES. 

21 8. Première expression d'une fonction doublement périodique 
de troisième espèce. — Soit une fonction F(m) vérifiant les rela- 
tions 

f F(M-f-2to) =F(a), 

(8) j N I TT II 

( F{u-h2tx)')=e ^ F(a), 

où N est un entier positif ou négatif. Si nous élevons à la puis- 
sance N la fonction E(m) du numéro précédent, nous obtiendrons 
une fonction 

vérifiant les deux relations 

E^'(M-h200=E^(M), 

E«(a-4-2w')=e " E^(a). 



FONCTIONS A MULTIPLICATEURS EXPONENTIELS. 355 

D'après cela le quotient 

est une fonction elliptique. On a en effet 

*(a-h 2U))= *(a), *(z/-h 2U)') = *(w). 

Cette fonction elliptique $ a, dans un parallélogramme des pé- 
riodes, autant de zéros que de pôles; on peut l'écrire (n° 40) 

9; *^"^-^H(u-a,)H(tt-a,)...H(a-a;.)' 

sous la condition 

(10) «1 -f- flfj -4- . . . + «r = 61 H- 6j -h . . . -h 6r. 

De celte première expression de la fonction F(m) sous la 
forme 

on conclut immédiatement les résultats suivants. Nous distingue- 
rons deux cas : i^ Tenlier N est positif; 2° l'entier N est négatif. 

219. Cas de N positif. — Si nous posons N = /w, m positif, le 
facteur E'"(i/)iîst une fonction ne devenant pas infinie et admettant 
comme zéros d'ordre m le point (o et les points homologues. On 
a alors, en remplaçant E(w) par son expression (6), 

H peut se faire, dans cette expression, que certains des points a,, 
«2, ... coïncident avec co ou soient homologues de eu : il y aurait 
alors des réductions évidentes. Mais^ dans tous les cas, en 
comptant chaque zéro et chaque pôle avec son degré de multipli- 
cité, on a le théorème suivant : 

Si^ est égala un entier positif m, la fonction F(w) a, dans 
un parallélogramme des périodes^ m zéros de plus que de 
pôles, La somme de ces zéros, diminuée de la somme de ces 
infinis, est congrue à mto. La première partie de ce théorème 
est évidente d'après la formule (11); quant à la deuxième, la 
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somme des zéros, diminuée de la somme des infinis, est congrue à 
mo) H- 61-+- 6|-+-. . .H- br — ai — a» — . . .— a^, 

c'est-à-dire à /nw d'après la relation (10). 

Réciproquement, soient ai, aa, . . ., a^; pi, p2> • • •? ^r^m des 
constantes vérifiant la relation 

Pi4-pî-h...-H pr-Hm—ai — «j — .-.— ar= rnh>, 

la fonction 

F(.) = B.'^"("-^-;"("-P'i:;-»<«-P— > 

^ '' H(w — ai)...H(a — «r) 

est une fonction vérifiant les relations 

m ir ni 

F(M-+-2a))=F(M), F(M-f-2to')=c w F(a), 
comme il résulle des propriétés de la fonction H. 

m nul 

Fonctions entières admettant les multiplicateurs \ ete ^ . 
— Quand N est égal à un entier positif m, nous venons de voir 
que la fonction F a m zéros de plus que de pôles : il peut se faire 
qu'elle n'ait pas de pôles du tout : alors c'est une fonction entière 
(S(a) ajant dans un parallélogramme m zéros 

Pi, Pj, ..., Pm-, 

ces fonctions particulières ont pour expressions 



e(a)=Bc *" H(a-p,)H(a-pO...H(tt-p,„), 

avec la condition 

Pi-4-P2-f-...-4-Pm = /na). 

On voit que la fonction entière la plus générale, vérifiant les deux 
relations 

f€(w4-2aj) = C(w), 
m ff ni 
€(w-h2a)')=e ^ ©("), 

dépend de m constantes arbitraires B, Pi, Pa, . .., ^m-\ '" elle est 
déterminée, à un facteur constant près B, quand on connaît (m — 1) 
de ces zéros. Nous allons montrer que la fonction entière la plus 
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générale vérifiant les relations (12) peut s'exprimer en fonction 
linéaire et homogène de m fonctions spéciales vérifiant les mêmes 
relations. Pour cela, remarquons que toute fonclion entière ad- 
mettant la période 2(o peut être représentée par une série de la 
forme 

(13) €(w)= 2^ Kne ^ , 

n = — «0 

dont chaque terme admet la période 2(o. En désignant toujours 
par q la quantité e *^ , on a 

€(w-h2aj')= V Art^ï^e " , 

_ m ir ul ^_,^ ( w — m ) TT «* 

e ^ €(a)=VA„e ^ . 

D'après la seconde des relations (12) ces deux séries doivent être 
identiques. En égalant dans ces séries les coefficients des mêmes 

puissances de e *** , on a 

(14) A„4-m=A„^*«, (/l=:0, ±1, ±2, ...). 

D'après cette relation unique entre les coefficients, on voit que 
l'on peut prendre arbitrairement Aq, A|, . . ., Ay„_i et déterminer 
ensuite tous les coefficients. 

Ainsi en faisant successivement n = o, n = m, /i = 2 m, . . . , 
/i =(v — i)/'î, on a 

A;„ = Ao, A„„=A;„^«'«, ..., Avm=Afv_,);„çr«(v-l)/n^ 

d'où, en multipliant, 

(15) Av;„= Ao5rV(V-l)m; 

en faisant de même, dans (i4)? 'ï = — ^^^ ^ = — ^^t •••? 
71= — p. m et multipliant, on vérifiera que la formule (i 5) subsiste 
pour V négatif. Tous les coefficients Avm sont ainsi exprimés à 
l'aide de Aq. Par un calcul semblable on exprime tous les coeffi- 
cients Avm+i en fonction de Aj, Avto+2 en fonction de A2, t.-, 
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^vm+OT-i en fonction de A,„_,. On trouve 



Âv;„4.p=A,yVtV-i;/«+îpV, 
• » 

Av;,i^m-l = ^m-x yV(v-l)m-H2(m-l)v. 

En portant ces valeurs dans le développement de la fonction en- 
tière C(w), on trouve qu'il prend la forme suivante 

e(a)=AoEo(a)-h A, Ei(a)-4-...-+-ApEp(i«) + ...-i-Am-iE«_i(tt), 
OÙ Eo, Ef , ... désignent les fonctions entières suivantes 



(i6) 



■ V 

2o(m)= y ^v(v-i)/«e" 



icui 



wmizui 



Ei(u) = e*^ V ^vcv-Dm-Hîve w ^ 



pni/< 



Ep(a)=e «^ V yv(v-i)m+ipvc" 



Ainsi, comme nous Tavons dit, la fonction entière la plus gêné- 

m ff Ml 

raie admettant les multiplicateurs i et e ^ est une fonction 
linéaire et homogène de m fonctions spéciales Eo, Ei, ..., E^^i. 
L'expression de cette fonction contient m constantes arbitraires 
Ao, A|, ..., Am-i dont on peut déterminer les rapports de façon 
que la fonction Î2(w) admette m—^i zéros p<, p2> •••> P«-i 
donnés à l'avance. Ces fonctions Ep s'expriment toutes à l'aide de 
la première : on a évidemment 

pW ni 



Ep(a)=6co Eo(u-^^y 



D'ailleurs la fonction Eo s'exprime aisément par une fonction 
de Jacobi. En effet, reprenons la fonction E(w) construite plus 
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haut (n° 217) avec les périodes 2(i> et 20)' 



E(a|to,a)')= 2 7^'^"*^« 






v=— • 

IZ ni 



= gicoHi(u|u),a)'), 

où nous mettons en évidence les périodes ayant servi à construire 

la fonction H<. Si dans cette formule on change (o en — > ^r = e *** 

se change en q"^ et la série du second membre devient précisé- 
ment Eo(w). On a donc 

(I \ f rnizni » % v 

I'^ / v^^"» \ l'^ / 

220. Cas de N négatif. — Supposons maintenant N négatif, et 

posons 

N = — /??, 

où m est un entier positif. Les fonctions à étudier sont alors telles 

que 

F(a-+-2w) = F(w), 

F(a-»-2a)')=c w F(a). 
On conclut immédiatement de ces relations 



L'inverse 





I 


I 


I 






F(a-+-2cji) ~" 

I 


F(a)' 

m 'Km 

à étudi 




1 


F(a-hau)') ~ 
de la fonction 

m «Ml 


F(ft 
er c 




M"! 


F (a) 


.AI 



aux multiplicateurs i et e " (m positif), c'est-à-dire une des 
onctions du numéro précédent. L'inverse ^ — r peut donc s'écrire 

F(a) ~ H(m — a,)...n(a — ar) ' 
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avec la condilîon 

La fonction F(w) a donc pour expression générale 



Elle a, dans un parallélogramme des périodes, m pôles de plus 
que de zéros, et la différence entre la somme de ces pôles et de ces 
zéros est congrue à mco. 

Il ne peut donc pas exister de fonctions aux multiplicateurs i 

m iz tti 

et e *** , n'ayant pas de pôles. Mais il en existe qui n'ont pas de 
zéros; ce sont les inverses r=- — - des fonctions sans pôles du nu- 
méro précédent. 

II. — DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS SIMPLES. 

221. Étude de l'élément simple. — Désignons par .r et ^ deux 
variables indépendantes, par m un entier positif, et considérons 
la fonction Ae x tly définie par la série 

(«7) X'«(^'.X)= -^1;^ 2 ^ '*' q"^n{n-\)cQt — {x—y'-'intsi') 

ou bien 

(i8) y„.(x,y)=^ 2 «""^y" 



m/1 Tzyi 

ymnin—l) 



t:(x- 


y)i 






e ^ 




•+■ 


g^n 


«(X- 


y)i 






e " 




— 


gin 



Cette série est convergente pour toutes les valeurs de a: et j^ à 
l'exception de celles qui vérifient la condition 

X — ^ = 2/ia> -t~ 2/i'to' (/i et /i' entiers), 

et pour lesquelles un des termes de la série devient infini. 

Si l'on considère x comme une constante et y comme variable, 
la fonction y^m{^y y) est une fonction uniforme de ^ n'ayant à 
distance finie d'autres points singuliers que des pôles du premier 
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ordre, à savoir les points 

y = X — 2/i(u — in'iù' \ 

le résidu relatif au pôley = :r est — i, car le seul terme de la 
série qui devient infini pour ^ = x est 

— col — (ar— 7). 

Cette fonction vérifie les deux relations suivantes, qui s^établissent 
aisément : 

Cette fonction jjn de la variable^ admet donc les multiplicateurs 

nfKyi 

i et e ^ : elle a dans un parallélogramme (m + i) zéros et un 
pôle homologue de x. 

Si Ton considère, au contraire, y comme une constante et x 
comme variable, il se présente des circonstances entièrement 
différentes. La fonction '/m{x,y) est alors une fonction uniforme 
de X n'ajant à distance finie d'autres points singuliers que des 
pôles du premier ordre, à savoir les points 

X = y -{-inbi -\- 2/i'a)'; 

le résidu de celte fonction relatif au pôle x =^y est égal à -|- ï. 
Elle vérifie d'abord la relation évidente 

(20) Xfni^ -^ 20), y) = x/n(a?, y), 

puis l'équation 

I m y xi 



(21) 



-^(,,+e - ;e,(^) 



• (m— l)TC.ri 

^e - E,(r)-. 



(m — p)icxi 



Ep(r)- 



-'-^e-> E„_,(r), 

(0 
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OÙ les m fonctioDs Eo, E|, . . ., E;i,_i sont celles qui ont été dé- 
finies plus haut (n° 219). 

Pour démontrer cette relation fondamentale (21), remarquons 
que la série (18) nous donne 

ni w-1 '""^^i e w -f.<7t(ii-i) 

n=— • e ^ — gt(rt-l) 

ou, en changeant n en /i + i , 

n=-K«o 7Z{Jc—y)i 
T.i^ '"'^-^^>^>'* «""ï5 ^a^H 

n = — oe e *** — ^"* 

Si nous formons alors la différence 



mit ri 

nous obtenons une série qui peut s'écrire 

20) .^d ^ t — U 



n = — 00 



en posant, pour un moment, 

Ttt.y— .y>i 

(23) e « = /, g«'»=a. 

En effectuant la division, on a 



^ — u 



= —{/'«-h 2«'»-» U -h 2 «'»-««* -h. . .-4- 2^'»-»-+- tt"). 



et en substituant dans la série (22) on voit que cette série se par- 
tage en (m -4- i) séries. 

La première de ces séries est 



m ( w -4- 1 ) tzyi 



TZl ^Tl — ■ ' •' 

y e " Qmn{n—\) t'n 

20) ^^ ^ 

c'est-à-dire, d'après la valeur de tj 

1=4-00 

y Q ta gmnin—l) 



2(0 

n = — 00 
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OU enfin 

La deuxième de ces séries est de même 

/ — ^ mfw-<-l)7ryi 
— !L V' u> qmnin-i) /m-l Uy 

c'est-à-dire 
OU enfin 

• {m — D'K.ri 

-"^e <- Edy). 
Ainsi de suite. La (p -|- i)***"* de ces séries est 

(w-p)mi pw.ri mn ir.W 



0) 



' X ^ (i) ^/n/i(n— l)-f-t/ip 



on 

. (iM — p)Wxi 

La dernière ou (m + i)*^"® de ces séries est 
c'est-à-dire 

Ttt m(w-H)icyi 

ou enfin 

comme on le yoit en changeant, dans la dernière V, n en n — i . 
Ce calcul démontre la formule (21). 

On a ainsi les propriétés fondamentales de l'élément simple 

2S2. Décomposition en éléments simples dans le cas où N est né- 
gatify N =— m. — Soit F(m) une fonction aux multiplicateurs i 

et e ^ , m étant positif. Une telle fonction possède au moins m 
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pôles dans un parallélogramme des périodes. Supposons qu'elle 
ait r pôles simples (^r^m) homologues des points 

a, 6, ..., / 

et que les résidus aux points ûr, 6, . . . , / soient 

A, B, ..., L. 

Ces pôles et les résidus correspondants sont liés par m relations 
qu'il est aisé de former. 

Relations entre les pôles et les résidus, — Considérons une 
des m fonctions entières Ep(M) du n** 219 qui admettent les mul- 

__ m ir Ml 

tiplicateurs i et e P . Le produit 

*(a)=F(a)Ep(a) 

est une fonction elliptique aux périodes aco et ao)'. En effet, les 
deux facteurs admettent séparément la période 2(o et, quand u 



croît de 'i o)', le premier facteur est multiplié par e *** , le deuxième 



m ir m 



par e *** et le produit ne change pas. Cette fonction elliptique 
a les mêmes pôles que F(m), car le facteur Ep( w) n'a pas de pôles. 
Le résidu de ^{u) au pôle u=^a est AEp(a), car on a, au voisi- 
nage de 11 = a^ 

F(u)= h fonction régulière, 

Ep(a)=Ep(a)-4-(a — a)Ep(a)-+-..., 

d'où, en multipliant, 

AEp(a) 
4>(a) = h fonction régulière. 

Les résidus de ^(u) relatifs aux autres pôles sont de même 
BEp(6), . . ., LEp(/). La somme des résidus d'une fonction ellip- 
tique étant nulle, on a la relation 

(■>4) A Ep(a)-^ B Ep(6)-+-. . .-i- L Ep(/) = o. 

En attribuant à l'indice p les m valeurs o, i, 2, ••., m — i 
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(n° 219), on oblient ainsi m relations nécessaires entre les pôles 
et les résidus de F(w). 

Décomposition en éléments simples. — Considérons la diffé- 
rence 

(25) V(a)=F(M)-Ax,„(w,a)-Bx;„(a,ô)-...-Lxm(",0; 
nous allons montrer que cette différence W est identiquement 
nulle. Tout d'abord la fonction ^{u) ainsi construite admet les 



multiplicateurs i et e ^ : on a évidemment 

W(M-+-2ti)) = '«r(a), 

car chaque terme du second membre admet la période 2(o; voyons 
ce que devient le second membre quand u croît de 2 co' : on a 
d'abord 

m lt ni 

F(a-+-2to')— c w F(w) = o, 
puis 

m it ni 
' ( y»ir»i' \ • . {m — WKui . Tzui 

=-£^'-^* " ^'^•("^"ï'' " E,(a)-...-^%'^E„_,(«), 

m iz ni 
' ( w TC ni \ . ( m — 1 ) TC w/ . 71 //i 

=-^Vi-+-«"^/Eo(6)-^e " E,(6)-...-^e'i=^E„_.(6), 

2(i> Cl) Cl) 



comme il résulte de la relation fondamentale (21) dans laquelle 
on remplace x par u e,\. y par «, ou 6, . . ., ou /. D'après cela la 
différence 

m ti. ni 

peut s'écrire 

. / mTcni\ 

- — V14-C *- j[AEo(a)-hBEo(6)-+-...-r-LEo(/)], 

. {m — Dizni 

-— e ^ [AEi(a)-hBE,(6)-h...-i-LEi(/)], 



-^e*-"[AE,„-i(a)+BE,„_i(ô)-i-...-^LE;„^i{/)]; 
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cette différence est donc nulle, puisque chacune des sommes entre 
crochets est nulle en vertu des relations (24) entre les pôles et les 
résidus. Ainsi la fonction ^(u) vérifie les deux relations 

fV(a-h2U)) = V(m), 
m « ni 

De plus cette fonction W est finie en tous les points à distance 
finie; elle n^a plus de pôles. Par exemple, dans le voisinage de 
w = a, on a 

F(w)= h fonction régulière, 

Xm(Wj «)= H fonction régulière, 

et les autres fonctions Xm{u, b), . . . , 7w( w, l) sont régulières au 

point a : dans la combinaison donnant ^{u), __ disparaît, 

et ^(m) est régulière au point a. Elle l'est également aux points 
6, ..., / et aux points homologues. En résumé, ^'(u) est une fonc- 
tion sans pôles vérifiant les relations (26). Mais nous avons vu 
qu'il n'existe pas de fonctions sans pôles vériGant ces rela- 
tions (n® 220) : donc ^(w) est identiquement nulle et l'on a la 
formule 

(27) F(ii) = Xi„,(u, a)-{- Bx,n(u, b)-^. . ,-}-Ly„^{u, l), 

qui est la formule de décomposition cherchée, mettant en évidence 
les pôles de F(?/), «, i, . . ., / et les résidus A, B, . . ., L. 

Réciproquement, si a, 6, . . ., / sont des points arbitraires, non 
homologues deux à deux, et A, B, . . ., L des constantes vérifiant 
les relations (24), l'expression (27) déGnit une fonction aux 



multiplicateurs i et 6 " admettant comme pôles simples les 
points a, 6, . . . , / avec les résidus A, B, . . . , L, et leurs homologues. 

Remarque. — On obtiendrait cette même formule de décom- 
position en considérant le produit 

n(p)=F(p)x(a,i'), 
comme une fonction de v. Coproduit Il(i') est une fonction ellip- 
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lique aux périodes 2ci) et 2cû', car les fonctions de ç, F((^) et 
Xm(^i ^) ont des multiplicateurs inverses; cette fonction U(ç) 
admet comme pôles les points homologues de 

(; = a, V = b, . . . , p = /, p = a, 
avec les résidus respectifs 

l'expression du dernier de ces résidus résulte de ce que y^m{u, ^), 
regardé comme fonction de v, admet le pôle simple ^ = u avec le 
résidu — i (n** 221). En écrivant que la somme des résidus de la 
fonction elliptique, relatifs aux pôles non homologues, est nulle, 
on a immédiatement la formule de décomposition (27). 

Cas des pôles multiples. — Nous avons écrit la formule de 
décomposition et les relations entre les pôles et les résidus dans 
le cas des pôles simples. Si les pôles sont multiples ces formules 
se généralisent, comme ceUes que nous avons données (n^* 26 
et 207) pour les fonctions elliptiques et les fonctions à multiplica- 
teurs constants. Bornons-nous à écrire ces formules. Supposons 



que la fonction F(2/) aux multiplicateurs i et e *** admette les 
pôles a, 6, . . ., / avec les parties principales 

A A, Aa_, 

u — a (m — a)* (a — a)« 

B Bt Bft-t 

u-b'^ {u-b)^ '^•"'^ (u~b)?' 



on âura la formule 



i.2...(a — i) da^-i J' 

la somme étant étendue à tous les pôles. En outre, les relations 
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entre les pôles et les coefficients des parties principales sont 



2[AEp(« 



)-f-A; 



dEç, (a) A^ fig*Ep( a) 
da 1.2 da^ 



où Ton fait successivement p = o, i, 2, ..., (m — 1). 
S23. Exemple. — Soit 

'^^'^)"' H(a?)Hi(ar)' 

Cette fonction vérifie les relations 

cp(a:H-2(i)) — (p(a7), 

( X -f- (1) ) 

^{a: -4- 2 0)') = e «^ \ "/^(a?). 

Si donc on fait, pour un moment, 

(0 
07-+- to' — — = M, 

ç^M_a)'H-^j = F(a), 

cette fonction F vérifie les deux équations 

F(a-i-2w) = F(w), F(a-f-2to')=e «^ F(w). 

Pour cette fonction F le nombre entier désigné par m est donc 2. 
La fonction <p(^) admet dans un parallélogramme des périodes 

les deux pôles simples o et w avec les résidus respectifs „. — 

et — TT,: — fT-7— :• Comme u est égal à ;r + w' , la fonction 

H(o)lli(o) '^ 2 

F(w) admet les deux pôles 

a = ct> > 6 = ti)H — f 

2 2 

avec les mêmes résidus 



H'(o)Hi(o)' H'(o)Hi(o) 
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On a donc la formule de décomposition 

d'où, en revenant à la variable x et remplaçant A, B, a, b par 
leurs valeurs 

H'(o)H,(o) / , o) , io\ / , o) , to\ 

H(a7)H,(j7) '" \ 2 2/ ^ \ 2 2/ 

Si Ton met pour ces fonctions ^j les séries servant de définition, 
on a 

H^(o)H,(o) 
H(a7)Hi(ar) 

= — y (— i)'»ûr*'»' cot — (x — a/ici)') — cot — (ar — (0 — 2/10)') . 

2(1) ^d ^ ^ L 20)^ ^ 2(1)^ -^J 

La seconde cotangente est égale à — tang — (x — 2/i(o'); on a 
donc enfin, en réduisant, 

H'(o)H,(o) 1: """*"" 



— 2^ — i — U — : — _« y ( — |^n^l/t*. 
H{x)Hi(x) îM Zà ^ ^ ^ 



sin — (x — 2/1(0 ) 

0) 



On établira de même, à titre d'exercice, la formule 

H'(o)H,(o) TTiV/ N„ ^^^' ,*^r / 

e(x)ei{x) bi ^^ ^ ^ (o^ ^ ■■ 

M. Hermite a montré l'importance que présentent les développe- 
ments de ce genre pour les applications à l'Arithmétique. 

224. Formule de décomposition dans le cas de N positif. N = /n. 



— SoitF(M) une fonction aux multiplicateurs i et e *** . Sup- 
posons que celte fonction admette les pôles simples a, 6, ..., / 
non deux à deux homologues, avec les résidus A, B, . . ., L. L'ex- 
pression 

V(M)=F(a)-f- A X/«(a,w)-4-Bxm(^ ")-+-... -4- Lxm(/,w) 

est une fonction aux mêmes multiplicateurs, mais n'ayant plus 
A. ET L. a4 
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de pôles. En effet, chacune des fonctions F(w), ^«(«j w), 



Xm('j w) admet les multiplicateurs i et e ^ (n** 221). En outre, 
dans le voisinage de w = a par exemple, on a 

F(a)= h fonction régulière, 

u — a ° 

5rm(a, w) = h fonction régulière, 

et les autres fonctions '/^m{b, u), ..., '//»(', w) sont régulières. 

Dans la combinaison donnant W, disparaît. Le même fait se 

produit en tous les pôles de F(w). La fonction V(m), admettant 

m TZ ni 

les multiplicateurs i et e *^ et étant partout finie, est une des 
fonctions entières C(w) étudiées au n° 219. Elle est donc de la 
forme 

XoEo(a)-+-X, Ei{u)H-.,.-hlm-'i E,„_,(m), 

où Xq, X|, ..., Xm-i sont des constantes déterminées. On a alors 
la formule 

(28) J F(w) = — Axm(a,a)-Bxm(*,w)-...— Lxm(/,M) 
\ -+-XoEo(w)-i-XiEi(w)-h...-4-X,„_, E,„_i(a). 

On pourra déterminer les coefficients Xq, Xh? • • -i ^m-i en attri- 
buant m valeurs numériques à la variable u. Pour une étude 
plus détaillée de ce point, nous renverrons aux Mémoires de 
M. Appell. 

Dans le cas des pôles multiples, cbaque terme de cette formule 
doit être remplacé par une somme telle que 

-Av (a u) x /^Xm(a.u) A, d^y,n(a,u) 
-Axm(a,M)-A, ^ — —^ ... 

i.2...(a — i) da^-^ 

Dans ces formules il n'y a aucune relation nécessaire entre les 
pôles et les parties principales correspondantes. Ainsi, quels que 
soient les points a, 6, ..., /et les constantes A, B, ..., L, Xq, X^, ..., 
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X«_<, la fonction définie par la formule (28) admet les multiplica- 



m TC ui 

teurs 1 et e ^ . 



225. Résumé. — On voit que le même élément simple y^mi^t y) 
peut être employé pour la décomposition des fonctions F(w) à 



N ir «I 



multiplicateurs i et e *** , que N soit positif ou négatif. Quand N 
est négatif, N = — m, c'est x qui est la variable u et y qui coïn- 
cide successivement avec les pôles. Quand N est positif, N = m, 
c'est j^ qui est la variable u elx qui coïncide successivement avec 
les pôles. 
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PÉRIODES ÉQUIVALENTES. NOTIONS SUR LES FONCTIONS MODULAIRES. 
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S26. Périodes équivalentes. — Soient 2(o et 2(o' une paire de 
périodes primitives d'une fonction elliptique. Posons 

(i) ) * ' 

Uy bj c, d désignant quatre nombres entiers positifs, négatifs ou 
nuls, tels que 

ad — bc =±1, 

En résolvant alors les équations (i) par rapport à o) et co', on 
trouve pour co et co' des fonctions linéaires et homogènes à coeffi- 
cients entiers de w, et w, : par exemple, si ad — 6c = i, on a 

( (I) = — c w 1 -h a Cï)i . 

On dit que 2(o et 2 co' d'une part, 2(0| et 2t»}\ d'autre part sont des 
systèmes de périodes équivalentes. Une fonction admettant les 
périodes ao) et 2(o' admet également les périodes 2(04 et 2co'^ et 
réciproquement. En effet, si une fonction F (m) admet les pé- 
riodes 2 Cl) et 2c»>', on a 

F(a-f-2ati)'H-2Ôto)= F(a), 
F(a-i-2Cto'-h2û?a>)= F(a); 

donc 

F(a-H2a)'i)=F(a), 

F(aH-2CD,) = F(a) 

et la fonction admet les périodes 2(04 et 2iù\. La réciproque se dé- 
montre de la même façon en partant des relations telles que (2). 
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Si une fonction F(i/) admet les périodes acof et 2isi\ on a 

F(a-+-2c?w', — a6a)i)= F(m), 
F(w— îcto', -+-2a(Di)= F(a); 
donc 

F(ttH-2w')=F(M), 

F(m-+-2co) =F(w). 

S27. Rapport des périodes. — Nous avons supposé que, dans le 
rapport des périodes 

w 

le coefficient de iesi positif. Nous allons démontrer que, dans le 
rapport 

des périodes équivalentes, le coefficient de i est encore positif si 

ad— 6c = -+-i; 

il serait au contraire négatif si Ton prenait 

ad — 6c = — I . 
En effet, soit 

(o = a -4- p t, 

a)'=:a'-i-P'«; 

on a 

^ u/ ^ (g'-^p'0(a-3t) 

le coefficient de i est donc du signe de 

ap'-p»'. 
Soient maintenant 

o), = a, -+- Pi t, (d'i = «; ^ p; ï ; 

les relations (i) donnent 

a', = aa'H-fea, at= ca'-+- ^3?a, 
Pi = aP'H-6p, p,= cp'-f-é/p. 
On voit que 



374 CHAPITRE XIII. 

et si l'on prend ad — ftc = i , 
donc le coefficient de /, dans 

Ti = = ; -; — = -j» 

(Oi cti) -h aco cz -h d 

a également le signe +. 

Si l'on avait ad — bc = — i , le coefficient de i dans T| serait 
négatif. 

228. Réseaux de parallélogrammes formés avec les périodes 
équivalentes. — Prenons les expressions 

w = amw -h 2/iCï)', wi = amiWi-h 2/iiWj, 

<lans lesquelles m et /i, mi et «< prennent toutes les valeurs en- 
tières positives, négatives ou nulles. Les points iv forment les 
sommets du réseau des parallélogrammes construits avec les pé- 
riodes 2(0 et 2co'; les points w^^ les sommets du réseau analogue 
construit avec 2Ci)| et 2<ù\, Nous allons montrer que ces deux 
réseaux ont les mêmes sommets, c'est-à-dire que les quantités Wi 
sont, à l'ordre près, identiques aux quantités (v. 

En effet, chacune des quantités w^ fait partie de la suite des 
quantités (v, comme on le voit, en remplaçant, dans çvi, (0| et îù\ 
par leurs valeurs (i) en fonction de co et co'. Inversement, comme 
ad — bc =±: i chacune des quantités w fait partie de la suite des 
quantités iV|, comme on le voit, en remplaçant, dans w^ (o et co' 
par leurs valeurs (2). Donc, si l'on suppose ad — 6c =iiz i les 
quantités w sont, à l'ordre près, les mêmes que les quantités iV|. 
Les deux réseaux ont les mêmes sommets. 

On peut remarquer, en outre, que les parallélogrammes du 
premier réseau (2C0, 20)') sont équivalents en surface à ceux du 
second (2C0,, 2co',). En effet, les trois points 

O, 20), 2Cx>' 

sont les sommets d'un triangle qui est la moitié d'un parallélo- 
gramme des périodes 2 co et 2(0'. Si l'on fait 
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la moitié de l'aire de ce triangle est 

±(ap'-pa'). 
Si l'on fait de même 

(o, = a, -4- «Pi, tu'i — a 1 -h «Pi , 
la moitié de l'aire du triangle de sommets 

est 

±(a,p;-p,a;). 

Or nous venons de voir (n° 227) que ces deux quantités ap' — ^a' 
et a^'^ — ^ol\ ont même valeur absolue. Le théorème est donc dé- 
montré. 

IL — Notation de Weierstrass. 

229. Formes en nombre infini de la fonction a*. — Considérons 
le produit doublement infini à l'aide duquel nous avons défini la 
fonction du 



'ii{--.y 






W= 2mCji)-+- 2/lU> , _ >0, ±1, itl 2, . .., 

et soient 2(0|, 2 co', des périodes équivalentes à 20), 20)'; les quan- 
tités 

mi= ) , . 
ivi = 2/n|a>i-h 2/iiW|, > o, ±1, ± 2, . . ., 

n, = ) 

sont les mêmes, à l'ordre près, que les quantités w; le produit 






est donc composé des mêmes facteurs que le produit précédent; 
ou, en précisant, tout facteur de l'un des produits est aussi un 
facteur de l'autre produit. On sait que Tordre des facteurs n'inter- 
vient pas; on a donc 



u 1 u* 
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OU, en désignant par (i(u \ co, (o'), la fonction <i dont les zéros sont 

a m w -h 2 n o)', 

^(a; w, 0)')= ^(u I 0)1, co'i), 

SOUS la seule condition que les périodes ao),, 2(ù\ sont équiva- 
lentes aux périodes aw el aco'. 

Ainsi la fonction (^ ne change pas quand on remplace la paire 
de périodes primitives, qui a servi à la construire, par toute autre 
paire de périodes équivalentes. 11 en est de même, évidemment, 
des fonctions ^ et p qui se déduisent de (^ par des difTérentiations. 
C'est ce que Ton voit aussi en partant des séries qui définissent 
J^(w|(t>, to') cl j)(«/ I (o, to'). Quand, dans ces séries, on remplace 
2o> et 2(1)' par les périodes équivalenles acof et aco',, elles ne 
changent pas, car les termes qui les composent ne font que 
changer de places. 

230. Invariants. Invariant absolu J. — Les invariants 

^,= 2». 3. 52 i» ^,= 2«.5.72 i' 

w = 2m(i>-^2nto' 

ne changent pas de valeurs quand on remplace les périodes aco 
et 2 co' par des périodes équivalentes 2 (O4 et 2 co', . Ce fait est évident, 
d'après ce que nous venons de voir, car la substitution de co, 
et iù\ à co et o)', dans les deux séries, ne fait que changer l'ordre 
des termes. 

La quantité g2 est homogène et du degré — 4 par rapport à <ii 
et Cl)'; ^3, homogène et du degré — 6 par rapport à a> et co'. On 
peut mettre ce fait en évidence, en écrivant 

iv = a)(2m-h 2ait), t = — • 

ta 

Alors 

^,= 2». 3. 5^^ ^^^— -j^^. 

Le discriminant 

^ = ^1 — 27^' 

est homogène et du degré — 12 par rapport à co et co'. 
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Nous allons former une combinaison de ^2 et gz homogène et 
de degré o en co et co' : cette combinaison ne dépendra plus que 
du rapport des périodes t. Pour cela considérons, avec M. Klein, 
la quantité 



^î il 



gl - -^Igl 

Cette quantité J, étant le quotient de deux fonctions homogènes 
de degrés — 12 de (o et w', est du degré o. Elle ne dépend plus 
que du rapport t des périodes. Nous mettrons en évidence cette 
variable unique t dont dépend J, en écrivant cette quantité J sous 
la forme 

J(T). 

On peut appeler cette fonction J(t) V invariant absolu des fonc- 
tions elliptiques aux périodes 2(0 et 2co'. Nous avons déjà re- 
marqué au n^ 36 que ^ est une fonction du seul rapport des 

et 

périodes : avec la notation de M. Klein, on a 

m. — Fonction modulaire. Groupe modulaire. 

231. Propriété fondamentale de la fonction J(t). — Comme les 
invariants g2 et ^3 ne changent pas quand on remplace 2(0 et 2 co' 
par deux périodes équivalentes quelconques 

(Oi = ce*)' -i- rfoi, ad — bc = àzi^ 

il en est de même de J. Or, quand on fait cette substitution, le 
rapport 







devient 




On a donc 


_ (o'i _ ax -+- ô 




J(T,)=J(T), 


ou encore 




(4) 


• ^i::i'.)-H^) 
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a, 6, c, d désignant quatre entiers quelconques tels que 

ad — hc =di I. 

La fonction J(t) présente donc cette propriété remarquable 
de ne pas changer de valeur, quand on remplace t par -y* a, 



et • 



6, c, </ étant des entiers assujettis à la seule condition 

ad — ôc =d= I, 

C'est la plus simple des fonctions modulaires. Elle nous offre le 
type d'un nouveau genre de fonctions, comprenant les fonctions 
modulaires, dont le premier exemple a été donné par M. Hermite, 
à propos de ses recherches sur la résolution de Téquation du 
cinquième degré, et dont les propriétés générales ont été princi- 
palement étudiées par M. Klein (Voyez Vorlesungen liber die 
Théorie der elliptischen Modulfunctionen, ausgearbeitet von 
D*" Robert Fricke, Leipzig, Teubner; 1890). Ces fonctions sont 
d'ailleurs un cas très particulier des fonctions fuchsiennes et 
kleinéennes dont la théorie a été créée par M. Poincaré {Acta 
Mathematica^ 1. 1). 

232. La fonction J est paire. — Dans la relation fondamen- 
tale (4), on peut prendre par exemple a = i, rf = — i, t = o, 

c = o. On a alors 

J(_t) = J(t). 

Cela résulte d'ailleurs évidemment de ce que les invariant g^ et ^3 
ne changent pas, quand on change l'une des périodes tii ou co', de 
signe. 

D'après cette propriété, on peut toujours supposer que les 
quatre entiers vérifient la relation 

ad — 6c = -M, 
car on a 






on peut donc toujours changer à volonté le signe des entiers a et 6 
et par conséquent celui de ad — bc. Dans tout ce qui suit nous 
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nous limiterons en conséquence au cas de 

ad — ôc = -+- 1 . 

Nous supposerons la partie imaginaire de 'z positive : celle de 

est alors également positive (n° 227). 

233. Remarques sur les substitutions linéaires. — Soit 

aT-4- 6 

Ti= -T> 

CT -H a 

on dit que Ton obtient T| en faisant sur t la substitution linéaire 

cz -^^ a 

Substitution inverse, — En résolvant par rapport à t la rela- 
tion (5), on a une autre substitution 

(6) T= —- -—, 

c tai — a 

que l'on appelle 5e/65///2//£on inverse Aq S et que Ton désigne pour 
celte raison par S~*. On a alors 

t = S-»Ti. 

Produit de deux ou plusieurs substitutions. — Soît S' une 
autre substitution formée avec d'autres coefficients a', 6', d^ d'. 
Posons 

et cherchons la relation entre Tj et t; nous aurons, en remplaçant 
T| par sa valeur St, 

_ <^,^ __ a'(aT4-^)-+-^>'(cT-hrf) 
*"*■" c\az -+- 6)-h d'i.c'z -+- d)' 

Cette nouvelle substitution linéaire T2 = >, i=r' dont les coeffi- 



38o CHAPITRE XIII. 

cients sont 

A = aa'-h cb\ B = ôa'-h db\ 



^ ' ^ ' C = ac' -4- cd\ D = bc'-¥- dd, 

s^appelle le produit de S par S'; on la désigne par S'S. On a iden- 
tiquement 

AD— BC=(a'^— ô'c')(arf— 6c). 

La substitution SS' est de même le produit de S' par S : on 
Tobtient en faisant d^abord la substitution S', puis sur le résultat 
la substitution S. Celle substitution SS' est, en général, différente 
de la substitution S' S. Dans cette notation symbolique des sub- 
stitutions, il n'esl donc pas permis d'intervertir l'ordre des facteurs. 
On peut maintenant imaginer trois substitutions consécutives S, 
S', S'^ : la substitution linéaire obtenue en faisant d'abord la sub- 
stitution S, sur le résultat la substitution S', sur le nouveau résultat 
la substitution S'', est désignée par 

S'S'S, 
et ainsi de suite. 

Quand deux ou plusieurs substitutions consécutives sont les 

mêmes, au lieu d'écrire SS, SSS, . . . , on emploie la notation des 

exposants et l'on écrit S^, S', 

Remarque. — Le produit de la substitution par son inverse 
est la substitution identique 

que l'on désigne symboliquement par i. On a, en effet, 

Ti = Sx, 

T = S-»Ti; 

donc, en éliminant T|, 

'c = S-»St, 

ce que l'on exprime en écrivant 

S-iS = i; 

on a aussi 

SS-i = i. 

Si l'on répète deux, trois fois de suite, la substitution inverse 
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S~*, au Heu d'écrire S~* S~% S~^S~^ S~*. ,.., on emploie des ex- 
posants négatifs et Ton écrit S"^, S~', 

234. Groupe de substitutions. — Une suite de substitutions 
données S^, S2, . . ., Sy, . . ., en nombre fini ou infini, 

OyT = 



CyX -h dy 



forme un groupe, si Pinverse d'une quelconque de ces substitu- 
tions et le produit de deux quelconques de ces substitutions sont 
encore des substitutions de la suite. 

235. Groupe modulaire. — D'après cette définition, toutes les 
substitutions en nombre infini 

St= -j, 

ex -h a 

où a, 6, c, d sont des entiers assujettis à la seule condition 

arf — • 6c = I , 

forment un groupe. En eflet la substitution inverse de S, 

„ — dz -h b ai T -+- 6t 

O * X = = 7-9 

ex — a Cix -h aj 
est encore formée avec quatre entiers a«, 6,, Cj, rff tels que 
aidi — biCt^ ad — bc = i. 

Le produit S' S de deux des substitutions considérées est une 

substitution 

Ax-f-B 
Cx-hD' 

dont les coefficients sont entiers d'après les formules (7) et véri- 
fient la relation AD — BC = i , car on a 

AD — BC=(a'rf'— 6'e')(arf-6e) 

et les deux facteurs du second membre sont égaux à i par hypo- 
thèse. 

Le groupe ainsi défini est le groupe modulaire, et Ton peut dire 
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que la fonction J(t) est laissée invariable par toutes les substitu- 
tions de ce groupe. 

236. SubstitutionB fondamentales du groupe modulaiTe. — Toutes 
les substitutions du groupe modulaire peuvent être engendrées 
par les produits des puissances positives et négatives des deux 
substitutions 

St = t-4-i, (a = I, 6 = I, c = o, d=i)i 

Tt = f (a = o, 6 = I, c = — I, rf = o), 

T 

que Ton appelle pour cette raison les substitutions fondamentales 
du groupe. 

L'inverse de St est 

S-*T = T — i; 
l'inverse de Tt est 

T-«T=— i, 

elle est égale à Tt. Nous ne nous arrêterons pas à démontrer que 
toute substitution à coefficients entiers 

ax-f- ô 

CT-+- é/ 

telle que ad — 6c = i , peut être obtenue en multipliant ces 
substitutions fondamentales et leurs inverses dans un ordre quel- 
conque, chaque facteur pouvant être répété un nombre quelconque 
de fois. Nous admettrons ce point dont on trouvera la démon- 
stration dans le Livre de M. Klein sur les fonctions modulaires. 

Bornons-nous à remarquer que le fait, que toutes les substitu- 
tions du groupe modulaire peuvent être obtenues par la multipli- 
cation de deux substitutions fondamentales et de leurs inverses^ 
a déjà son analogue dans la théorie des fonctions doublement pé- 
riodiques. Si Ton appelle 2(0 et 2(0' les deux périodes, une fonc- 
tion doublement périodique F(u) ne change pas de valeur quand 
on fait sur u toutes les substitutions contenues dans la formule 

u-h amo) -+- 2/1(0', 

m et n étant deux entiers quelconques. Ces substitutions forment 
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un groupe qui admet comme substitutions fondamentales les deux 
substitutions 

Tu = WH- aw', 
dont les inverses sont 

S-*a = M — ao), 

T-* U = U — 2 0)'. 

Tl est évident que par la multiplication de ces substitutions on 
obtient toutes les substitutions de la forme w-f-amco-f-a/iw'. 

237. Interprétation géométrique. — Pour représenter géomé- 
triquement la double périodicité, nous avons divisé le plan en 
cases qui sont des parallélogrammes tous égaux, et nous avons 
remarqué que la fonction reprend les mêmes valeurs aux points 
homologues de toutes ces cases. L'une de ces cases étant choisie 
comme case fondamentale, quand le point u décrit cette case, les 
points homologues, u + a/nto -f- iniù\ décrivent chacun une des 
autres cases. 

On peut opérer de même pour la fonction modulaire J(t). 
Comme nous supposons la partie imaginaire de t positive, le point 
représentatif de t est dans le demi-plan situé au-dessus de Taxe 
des quantités réelles. On peut alors décomposer ce demi-plan en 
cases telles que l'une de ces cases étant choisie comme case fon- 
damentale, quand le point t décrit cette case, les points 

az-\- b 
cz -{-d 

a, 6, c, d entiers tels que ad — bc= i, décrivent chacun une des 
autres cases. La fonction J(t) prend alors la même valeur aux 
points correspondants de toutes les cases et il suffit de la connaître 
dans la case fondamentale, pour la connaître dans tout le demi- 
plan. 

Cette division du demi-plan en cases peut se faire d'une infi- 
nité de façons. La plus simple est celle que l'on réalise avec des 
arcs de cercle ayant leurs centres sur l'axe des quantités réelles. 
Le point de départ de cette division est dans l'interprétation géo- 
métrique des substitutions linéaires, à coefficients réels, à l'aide de 
la combinaison de deux transformations successives par rajons 



384 CHAPITRE XIIT. 

vecteurs réciproques, telle qu^elle résulte des travaux de 
MM. Klein, Schwarz et Poincaré. 



rv. — Notation de Jacob i. 

238. Expression de J (t) en fonction du module k. — Nous avons 
indiqué (n° 97) la relation qui lie ia fonction pu aux périodes 2 ta 
et 2 b)' à la fonction sn^^ aux périodes 2K et 2/K^ Nous avons vu 
que le rapport des périodes est le même 

w' iK' 

et, en désignant par X une constante auxiliaire, nous avons trouvé 
pour les racines e<, e^, e^ les valeurs 

3X«€i='2— A:», 3Xîes=:9.A*-i, 3X«Cs = — i - A:*; 

on en déduit les différences des racines deux à deux et Ton en 
conclut en multipliant ces trois difféœoces 

On sait que, dans un poljnome 

dont les racines sont ^i, 62^ e^ le discriminant 

A = ^î— 27^5, 

est donné par la formule 

A = i6(ei— «,)Hcï — e3)*(cj-er,)^ 
On a donc 

i6A:*(i-A:«)« 

^= xn 

D'autre part, le produit des racines étant Ç on a 

^'= ^^ 

L'expression de J en fonction du module s'obtient alors facile- 
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ment. On a en effet 
donc 



(8) J-I=:: 



27A:*(i — A-«)« 



Diaprés celle relation, quand J est donné, k^ a six valeurs. Mais on 
vériGe îmmédlalemenl que, si 

est une racine de Téqualion (8) en /r^, les autres racines sgnl 

I fl — I |JL I 

I — K 



Il sufGt de constater que le deuxième membre ne change pas 
quand on remplace k^ par Tune de ces six quantités. 

Le carré du module k^ est une fonction du rapport des pé- 
riodes T. Quand on remplace t par ^> a, t, c, d étant quatre 

entiers tels que ad — bc = i, J ne change pas; on en conclut 

que k^ ou bien ne change pas, ou bien prend Tune des nouvelles 

valeurs 

I ,. A:»— I k* I 



9 



j^. i~A:«, ^^-, j^_^, -_-^ 

Pour que k^ reste invariable il faut assujettir les entiers a, t, 
c, d k des conditions supplémentaires dans le détail desquelles 
nous ne pouvons pas entrer. Les substitutions spéciales du groupe 
modulaire qui n'altèrent pas k^ forment ce que Ton appelle un 
sous'groupe . 

Nous indiquerons, en terminant, quel est, pour la fonction H 
de Jacobi, l'effet du remplacement des deux périodes, qui ont 
servi à la construire, par deux périodes équivalentes. 

239. Formes en nombre inûni des fonctions de Jacobi. Fonction 
H(w). — Considérons la fonction 

4/— . ICM 4/—- . 3i:tt 

A. ET L. a5 
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et en même temps la fonction H(w, Q) dont le développement se 
déduit du précédent en y remplaçant 2co et aco' par les périodes 
équivalentes 2o), et acu',, Q étant ce que devient q par suite de 
cette substitution 

H(a, Q) = 2v^Qsin 9.v^Q9sin- h 



2 0)1 2CUi 

Nous allons démontrer que les fonctions H(w, Q) et H(i/, ^)sont 
identiques, à un facteur exponentiel près de la forme A e*"*, a dé- 
signant une constante. Cela résulte de l'égalité 

car, si l'on y remplace chaque fonction rf par la fonction H corres- 
pondante (n° 21), on obtient cette autre égalité 

pieA."'H(M, Q)=: peA"'H(M, ^), 

dans laquelle p, p«, A et h\ sont des constantes convenablement 
choisies. On en déduit immédiatement 

H(«, Q)=Ae»"'n(M, ^), 

A et a désignant des constantes. Nous allons déterminer a. 

Revenons aux notations habituelles des périodes pour les fonc- 
tions de Jacobi, en posant 



co = K, 


w'= «K', 


w, = L, 


w; = «L', 


-4' 


Q = r''r 



avec 



a, 6, c, rf étant des entiers tels que 
(lo) ad — 6o = i. 

Ces quatre entiers ne peuvent pas être pairs tous les quatre ni 
impairs tous les quatre. Si b est pair, a et rf sont impairs; si a est 
pair, 6 et c sont impairs. 
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Pour déterminer a remarquons que l'on a 
H(w-+-2L, Q) = — H(a, Q), 



H{u-h2dK-^'lciK\q)=te "h ^'"^^ H(M,gr), 

£ étant égal à -f- i ou à — i suivant la parité des entiers d et c. On 

a en effet 

U(u-^idK, q) = (—i)^ïl(u, g); 

changeant, dans les deux membres, uenu-\- ^ciK! et se rappelant 
la formule (n*» 77) 

on a la seconde des formules (i i) où 

La relation 

H(m, Q)=Ae«'"H(M, q) 

donne alors, en changeant u en e/-+- 2L dans le premier membre 
et u eu la quantité équivalente w -h 2 rfK 4- act'R' dans le second, 

H(w-^2L, Q)= Aea<«-*-*L)«H(w-f-2é/K-+-2c/K', ^). 

Divisant membre à membre ces deux dernières relations en tenant 
compte des équations (i 1) nous trouverons 

(12) — £ = se *^ 

Cette relation ayant lieu quel que soit w, les termes en u doivent 
disparaître dans l'exponentielle, d'où la valeur de a 

CÎTZ 

Comme vérification, remplaçons a par sa valeur dans la for- 
mule (12) et réduisons en remplaçant L par rfK -+• ciK\ nous ob- 
tenons 

— 1 = £(— ly/c 

ou, d'après la valeur de e, 

( iyrf-4-i)(c-+-i) — I 

relation évidente, car rf et c ne peuvent être pairs tous deux. 
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On a donc, en définitive, Tégalilé fondamentale 

où A est une constante qiril reste à déterminer. Nous ne nous 
occuperons pas ici de ce calcul. 

On voit que, au point de vue où nous nous plaçons ici, la fonc- 
tion H de Jacobi se comporte d'une façon moins simple que la 
fonction c^, puisque rf ne change pas quand on remplace les pé- 
riodes par des périodes équivalentes, tandis que H se reproduit 
multipliée par une exponentielle. 

Cette relation étant obtenue, on en déduit aisément des relations 
analogues entre les fonctions 6, 64, H| construites d'une part avec 
K et iK!j d'autre part avec L et iU, Il suffit dans la formule (i3) 
de remplacer, dans le premier membre, u par w -f- L, ou m -f- iU, 
ou w H- L -t- ï'L', et dans le second membre, u par les valeurs égales 
//-+-rfK-+-CfK', ou w^-èK-^-a^'K'ouM^-(é-^rf)K-|-(a-hc)^R^ 
Tenant alors compte des relations du n** 77, on aura les relations 
demandées. Ces relations prennent des formes difl*érentes suivant 
les parités des nombres a, 6, c, d. Elles permettent d'exprimer le 
module des nouvelles fonctions elliptiques en fonction de k. 

Nous ne les écrirons pas, et nous renverrons le lecteur au Cours 
de M. Hermite à la Faculté des Sciences, où les calculs sont 
poussés jusqu'au bout dans une h^rpothèse particulière sur les 
quatre entiers. 



NOTES. 



NOTE L 

IMPOSSIBILITÉ DE L'EXISTENCE D'UNE FONCTION CONTINUE 
AVEC DEUX PÉRIODES DONT LE RAPPORT EST RÉEL. 



Soit F(u) une fonction d'une variable imaginaire avec deu\ périodes 
<ii' et o) dont le rapport est réel 

(!>' b 



a et b étant réels. Si l'on fait 



oj a 



u = —z. 
a 



quand z augmente de a, u augmente de co, et quand z augmente de b, u 
augmente de co'. La fonction 



/<=)-■' (ï^) 



admet les dexin périodes réelles a et b. Nous allons démontrer la propo- 
sition suivante : 

Ou bien les périodes a et 6 se réduisent à une; ou bien la fonction/(^) 
est constante. 

En effet, la fonction admettant les deux périodes a et 6 admet égale- 
ment toutes les périodes 

MaH-NÔ, 

où M et N désignent deux entiers quelconques positifs négatifs ou nuls. 

Considérons un axe Ox et prenons sur cet axe un segment OA égal à a. 
Si l'on prend, sur cet axe, un point x d'abscisse x, on peut toujours choisir 
un entier m positif ou négatif de telle façon que le point 

^ =2 X -^ ma 
soit à l'origine ou sur le segment OA : appelons ce point le point homo- 
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logue de x. Alors considérons les points d'abscisses 

6, 2Ô, 36, ..., nh 
et leurs homologues 

x^^^h -\-m\a, Xi^=. 7.b -^ m^a^ ..., Xn= nb -h mnat 

tous situés sur OA. Toutes les quantités Xi, x^j ..., ar« et toutes leurs 
différences x^t — x^ sont des périodes àtf{z\ car elles sont toutes de la 
forme Ma -h Nô, M et N étant entiers. 

Fig. 26. 

# t ►— I • # • I • 

Si tous les points Xi^ x^j . . ., Xn sont distincts, il en est au moins deux 
x^ et x^ dont la distance soit au plus égale à 

en effet, si l'on divise le segment OA en n — i parties égales, il existe né- 
cessairement une de ces divisions qui contient au moins deux des points. 
La fonction admet alors la période 

lOrt = a^v — iT,!., (i}n= _ 9 
et Ton a 

Faisons croître maintenant n indéfiniment. Deux cas sont à distinguer : 

I** Quelque grand que soit n les points Xi, x^^ »,., Xn sont distincts : 
alors la fonction admet une période (o,» différente de zéro mais aussi 

petite que Ton veut, car elle est au plus égale à • La fonction est une 

constante : en effet, on a 

— Oj 

quel que soit n. Quand n augmente indéfiniment, w« tend vers zéro; le 
rapport figurant dans le premier membre tend vers la dérivée /'(-s) et 
l'on trouve 

/'(^)= o. /(-)= const.; 

1^ Il existe une valeur de n telle que deux des points Xx^ x^y ..., x„ 
soient confondus 

<2?v ""^ "'^ui ~^ O. 
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On a alors 

relation de la forme 

(i) pa-^qb = o, 

p et g étant deux entiers que Ton peut toujours supposer premiers entre 
eux, car on peut toujours, dans la relation (i), diviser les deux membres 
par les facteurs communs èi p et g. Dans ce cas, les périodes a et 6 se ré- 
duisent à une. En effet, p et g étant premiers entre eux, il existe deux 
autres entiers/?' et g' tels que 

(9.) pç'—gp' = i' 

Désignons alors par c la quantité 

(3) p'a-hg'b = c; 

c est évidemment une période de/{z); d'autre part, en résolvant les rela- 
tions (i) et (3) par rapport à a et 6, on a, d'après (2), 

a = — gCf b = pc\ 
les périodes a et b sont donc des multiples d'une période unique c. 



ADDITION X LA NOTE I. 

IMPOSSIBILITÉ d'une FONCTION t NI FORME ET CONTINUE AVEC TROIS PÉRIODES. 

Imaginons une fonction /(^) d'une variable imaginaire z avec trois pé- 
riodes a, p, Y dont les rapports sont imaginaires. Nous allons montrer ou 
que la fonction est constante, ou que les périodes se réduisent à deux. 

Remarquons d'abord que la fonction admet comme périodes toutes les 
quantités 

(1) Ma-hNp-i-PY, 

M, N, F étant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Construisons ensuite, 
dans le plan représentatif des imaginaires, le parallélogramme des périodes 
a et p, OABC, ayant pour sommets les points 

o, a, p, a -h p. 
Un point quelconque z du plan a, dans ce parallélogramme, un homo- 
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logue ^ 
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l et m étant des entiers, convenablement choisis. 

Fig. 37. 




Considérons alors les n* points 

Y, 2Y, 3y, ..., n«Y, 
où n est un entier et leurs homologues 

^1= Y-»- ^1» -t-/wiP, 



'»««= n>Y-^ //i«a-i-mn«p. 



La fonction admet comme périodes toutes les quantités Zi, z^, .... z„t 
et les différences de ces quantités deux à deux, car ces quantités et leurs 
différences sont de la forme (i). 

Appelons X la longueur de la plus grande diagonale du parallélogramme 
OABC. Si tous les points 



(a) 



-«1» -sj, 



sont distincts, il en est au moins deux^v et ^^ dont la distance est moindre 

que • En effet, divisons les côtés OA et OB en (n— i) parties égales 

et menons par les points de division des parallèles aux côtés du parallé- 
logramme OABC : nous diviserons ce parallélogramme en (n — i)* cases 

égales entre elles ayant pour grande diagonale ; sur les n* points (2), 

il en, est forcément deux, au moins, z^ et z^^y dans une de ces cases. Leur 

distance est alors moindre que • Analytiquement le module de ^y — z^ 

est moindre que • La fonction admet donc la période 

tO/i := <2y — Z^f 



dont le module est moindre que — 
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X 



Deux cas sont à distinguer : 

1" Quelque grand que soit n les points (2) sont toujours distincts. La 
fonction admet alors une période non nulle cu/» dont le module peut devenir 
aussi petit que l'on veut. Elle est constante, car 

donne, pour n infini, 

/Ï5) = 0. 

2° Pour une certaine valeur de n, deux des points (2), Zy et z^^ coïn- 
cident. On a alors 

relation de la forme 

(3) pa-+-g^-^-r-^ = 0, 

Pf q, r étant trois entiers qu'on peut toujours rendre premiers entre eux 
en divisant (3) par les facteurs communs à/>, q^ r. Les périodes se ré- 
duisent alors à deux. 

En effet, appelons s le plus grand commun diviseur de p et q : on peut 
déterminer deux entiers />' et q' tels que 

(4) pg'—çp'=s^ 

Posons 

a et b sont des périodes de la fonction, car — et — sont entiers. Les équa- 
tions (5), résolues par rapport à a et p, donnent 

(6) 

et la relation (3) devient 

(7) 5a-+-rY = o, 
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5 et r étant des entiers premiers entre eux. On peut choisir deu\ entiers 

r* et 5' tels que 

rs' — f r' = I 
et en posant 

(8) s'a -h t'y = c, 

c est une période. On tire de (7) et (8) 

d'où enfin, d'après (6), 

a = q'rc — - 6, 
^ s 

Y = — se. 

Les trois périodes se réduisent donc aux deux b et c. Cette démonstra- 
tion est empruntée à Riemann {Œuvres complètes^ p. 276). 



NOTE IL 

CONVERGENCE DU PRODUIT DOUBLEMENT INFINI QUI SERT 
A LA DÉFINITION DE c'a. 



Pour définir c^u nous avons considéré le produit doublement infini 



( w> = o exclus, 

et nous avons admis que ce produit est convergent. Pour le démontrer, 
nous établirons la convergence de la série obtenue en prenant les loga- 
rithmes des facteurs 

Si Ton choisit pour détermination du logarithme de [i j celle qui 

tend vers zéro quand w devient infini, le terme général peut s'écrire, en 
développant le logarithme en série : 

m' / 1 i u I M* \ 

w' \3 4 «' o w* / 

et Ton voit que le rapport 

tend vers i quand w devient infini. D'après cela il nous suffit de considérer 
la somme 

ou encore de démontrer la proposition suivante : 
La série 

y' 1 I '^ / = o, 4-1, ±2, ±..., 

^ (2/na>H- 2/10)')^' j 

\ (m = o, 71 = o exclus) 

est une série convergente. 
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Nous reproduirons une démonstration de ce théorème due à Eisenstein, 
telle qu'elle est exposée par M. Hermite {Cours de la Faculté des 
Sciences^ 3* édition, p. 21 3). 

Soient a? et ^ les coordonnées cartésiennes d'un point, envisageons Tel- 
lipse donnée par l'équation 

mod*(2a)a?-hat«>'^)= i 

où le premier membre est le carré du module de iîhx -h 20)'^, et désignons 
par A son grand axe. Pour toutes les valeurs de ar et de j^ qui représentent 
un point de la courbe, on a donc 

ou bien, comme en ce point mod'(2ioa?H- 210'^)= i, 
x^-^y^<. A>mod*(2(oa?H-aw'j^). 

Cette relation étant homogène par rapport aux variables x tl y subsiste 
si Ton y remplace xety par Xar et X^, X étant une quantité quelconque; 
elle a donc lieu quelles que soient les valeurs de x et de y. Nous la 
mettrons sous la forme 



mod ( 2 lua: -4- 2 aj'y ) 

Une limite supérieure du module de la somme considérée est donc 
A ^ et il suffit de démontrer la convergence de cette série 

qui est d'une forme plus simple. 

A cet effet, partageons le plan en carrés par des parallèles aux axes Oy 
et Oa? dont les abscisses et les ordonnées représentent tous les nombres 
entiers. Les sommets de ces carrés, l'origine étant mise à part, ont ainsi 
pour coordonnées tous les nombres entiers et correspondent aux divers 
termes de la série 



(/ii«4-n»)» 



Considérons d*abord la suite formée par la somme des termes corres- 
pondant aux sommets situés sur la bissectrice O^ de l'angle des coor- 
données xOy; pour ces points on a m = n: la somme envisagée est donc 
égale, à un facteur numérique près, à la série simple 



I i 

1 

2» 3» 



elle est par suite convergente. 
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Prenons maintenant la somme des termes pris sur â7 et dans l'angle xOz; 
il suffira évidemment d'établir sa convergence pour démontrer notre pro- 
position. 

Soit, pour abréger l'écriture, 

î 1 =(m, n) 

et posons 

M| = (l,0), 

a, = (a, o) -i-(a, i), 

M, = (3, o) -+-(3, i) -+-(3. 2), 

• » 

Um = {my o)-»-(m, i)-4-...-h(m, m — 1), 

la série simple à laquelle nous sommes amenés, savoir 

est manifestement convergente. En effet, chacun des m termes qui com- 

I 
m}' 



posent Um est plus petit que le premier (m, o) qui est égal à — g- On a 



donc 



m* 



Ainsi la série ^^u,n a pour limite supérieure ^ — ^ dont lu valeur est 

finie. 

La série proposée est donc convergente et a une somme indépendante 
de Tordre de ses termes; comme nous l'avons dit en commençant, on en 
déduit la convergence du produit doublement infini qui sert à définir ^u. 



NOTE IIL 

SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN FACTEURS. 



Nous avons à la page 121, en identifiant Texpression de 61 sous forme 
de produit avec l'expression de 61 sous forme de série, obtenu l'identité 

I A(i ■+- iq cosaar -h ^')(i -+- iq^ C0S2X 4- q^). . . 
( = I -1-2^ cos2a:-h 2<7*cos4a?-f- 

Nous avons réservé à ce moment la détermination de la constante A. Voici 
la méthode que M. Biehler a donnée pour déterminer A, méthode que 
nous empruntons» à une Note de M. Hermite placée à la fin de la dernière 
édition de Y Anal/se de Serret. 

Considérons le produit composé d'un nombre fini de facteurs, 

fi^z) = {i^qz){i^q^z),..{i'^q^'^-^z) 

x(-î)(-^ï)-(-'~> 

le développement suivant les puissances positives et négatives de z sera de 
la forme 

Cela étant, l'identité suivante, qui se vérifie immédiatement, 

donne entre deux coefficients consécutifs. A,- et A/_j, la relation 
Ai(l — ^'n+i') = Af_, (g-"-» — çrln+l ). 
Nous en tirons successivement 



A,= A,'^'('-y'"-"'. 
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et, par conséquent, 

^ ^ y/«(l -y»/i)(l~yî/i-î)...(l--gr«/>-«/"H) 

Tous les coefficients du développement s'obtiennent donc au moyen du 
premier Ao, dont voici la détermination. 

Supposons 1= 71 et remarquons que dans f{z) le terme en z'*^ ayant 
pour coefficient gi-H3-»-...H.în-i^ on a immédiatement Art=y'*', d*où, par 
conséquent, 

y /»'(!- y»^)(l-y«»-«)...(l-y «) 

et enfin la valeur cherchée que j'écris ainsi 

A — (i — <y'»-^»)(i — y»"-^»). . .(i — y»«) 

Cela étant, faisons croître indéfiniment le nombre n, cette expression nous 
donne 

* ^ I 

et la relation entre A, et Aq devenant simplement A,= Aq^**, on est con- 
duit à l'égalité 

Il suffît maintenant de poser z = e""* pour en conclure 

(i-h 2q cosix-^ q*)(i-hiq^ cosaa? -4- grS). . . 
__ 1-4- *2 7 cos'2a7 H- 27* cos4a?-^. . . 

- (,-^«)(,-y»)(,_y6)... 

La valeur de la constante A qui figure dans la formule (i) est donc 

A=3(i-7Î)(i-<7»)(i-9«)(.-g-»).... 



RÉSUMÉ DES PRIINCIPALES FORMULES. 



FONCTIONS DE M. WEIERSTRASS. 



Développements en produits et séries injinis, 

cotM = — s- 7 ( h- -), 

tt d6mà\u — ni'n. WTi/ 

I _ I ^' I 

sin'a ~ M* jià \u — mir)*' 

(w = !ima> H- 2nai'), 

Développements en séries entières. 

-i^.S.S 23.3.5.7 2«.3«.5.7 

^ tt ^«.S.S îi*.5.7 2*.3.5«.7 

pM = -^-h*-4- -f^ !*«-+- -4^ M* H- /* ., a«^. 

'^ M» '2». 5 2*. 7 2*.3.0« 



RÉSUMÉ DBS PRINCIPALES FORMULES. 4oi 

Relations entre pu et ses dérivées, 
p'^u^ 4p' M — 5'îP " — <?»= 4(p«* — «i)(pw — ej)(pM — «3)» 

p'"u — i2pup'u. 

Homogénéité. 
^({lu I fiw, \xw') — |jLa'(a I CD, 0)'}, 

p(|Xtt|flCO, fl(0') = — p(M|ti), u>'). 
^3(|XU), jiw')= ~^3(a>, w'). 



Dégénérescence . 



i" (o'= 3c; 









sin' 

êri - a7^3 = o. 
îIît;) 2to . 1:1/ 



2* (0 =00, (o'=Qo : 




pW=^j, î"=^' 0'M = M, 




Cl = cj = es = 0, ^, = 0, ^s = 0. 




Périodicité et formules d'addition. 




p{u-^ 20)) = pu, 




p{u-+- 2t«>') — pW, 




Ç(MH-2a)) =Ça-f- 2Tj, r, = Çw, 




;(M-f-2(0')= îa-+-2T/, >)'=?;"', 




A. KT L. 


26 
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3'(l^4_^;yi(ù-+-2no>') = ( — i)min-m-^«g(Jmtj-i-l«Yj'J(«-»-mM+iM»)') (3*14 5 
pu — DP — — — , 



J3M — pi^ 
— pV 

pw — pv ^^ y ^\ 

'2pu — pi^ ^ ' ^ ^ 

'^ '^^ ' 2 du\ pu — pv I 
pa-+-p<'-^p(a-+-p) = - ( ^ Î-- ) , 

P ( M -^ (D ) ~ Cl — ^— î ii-^— î ? ^ , 

'^ ' pa— Cl 

'^^ ^ pu — ex 

p(M-hO> ) — Cs=- • 

'^ pu — 63 

Racines Ci, Cj, cs. - Fonctions o'i, tfj, tfs. 

eir=pa), Cj= p((o-i- o>'), C3 = p(o'. 
, 3'(m — a))a'(M — o)') !3'(a -î- (0 -J- co') 

pu-- — 2 — — — j——: -, 1——Z > 

^ o'(tu — u) 
au) 

/C5'iM\« /CiMX» /0'«"\« 

Les fonctions c^i, o'j, <3*3 sont paires. 



RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 



4o'3 



Valeurs réelles de pu quand tù et -r sont réelles. 

Considérons le rectangle de sommets o, eu, cj + co', m'. Quand Targu- 
ment u décrit le contour de ce rectangle dans le sens o, to, lo -4- w', w', o, 
la fonction pu diminue constamment de +00 à —oo : 

i" Quand u va de o au sommet b), pu est réel et décroit de 00 à ei ; p'u 
est négatif. 

2" Quand i^ va de co à u> + o)', pu décroît de ei à «1, p'u est purement 
imaginaire positive. 

3** La variable u allant de w h- w' à w', pu décroît de Cj à «3, p'u est 
réelle et positive. 

4* Enfin u revenant de iù'ko,pu décroît de Cj à — »; p' w est purement 
imaginaire négative. 

En tout point pris dans le rectangle, pu est imaginaire. 



FONCTIONS DE JACOBI. 



Séries trigonométriques. 



K' 

rm fi. K 



q^e 



Tk' 



H(m) = ^^q sini' — 2 v^sinSp -^i^q^^ sinSe — . . ., 
Hi(a) = %^qcosv-^ 2/^9cos3(^4-2 v^gr** cos5p-f-. . ., 

e(M) = I — 2^C0S2P-f-2 5'^C0S4t' — 2^'COS6i'H-. . ., 
0,(m)= I 4-2yC0S2i'-h ^q^CO^^V 4- 2^«COS6l^ -h 



-^(t«-f-iK') 



H,(a)=H(M-+-K), 

e(M)= j^H(M-f-iK'), 



Zéros de H (u) 
» Hi(m) 

» e(£0 

» 61 (w) 



2mK-i- 2/itK', 
(2m-hi)K-4- iniK'. 

2mK-^(2/l-hI)tK^ 

(2m4-i)K4-(2/n-i)iK'. 
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Produits infinis, 

v= ^, A=(i — y2)(l — 5r*)(i — ^8)..., 

H (m) = A 2/^ sinp(i — 2 y* cosap -t-^*)(i — îç'* cosa^-f- ^»). . .; 
Hi(tt) = Aa^ COSP(l-|-25r« COSaPH- y*)(l-r- 27* C0S2V -f- 9» ). . .., 
6(w) = A(l— ^gr C0S'2i>-+- 5rî)(i— 2^' C0S2P -h çr«). . ., 
6i(w) = A(l-f-2<7 C0S2i>-»- ^*)(l -h 2^» COS2l^-H q^) 

Addition d'une demi-période ou d'une période, 
H(ttH-K)= ni(tt), H(a-f-tK')= iX0(a), 

e(M-HK)= ei(M), e(M-+-iK')= AH(a), 

ni(a-f-K) = — H(m), Hi(tt-4-tK')= X0i(a), 

ei(a-4-K)= 0(a), e,(M-f-tK')= XHi(m), 

H(a-i-K-HtK')--- Xe,(M), ' H(w-f-2tK')^--|xH(aX 

e(a-f-K-htK')= XHt(«4), 0(a-i-2iK')rrr— jie(u), 

H,(a-T- K4-eK')rr — Ae(a), H,(m4-2ïK')= fiH,(a), 

ei(aH-K-f-iK')= An(M), ei(w-+-2iK')= txe,(tt). 

Relations entre les a* e/ /es 3^. 
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FONCTIONS snw, en a, dnu. 



i H(a) 
sn tt = -— 2- — r , 






Addition d'une demi-période ou d* une période. 



' an M ^ A'snu 

cn(M-f-K)= j , cn(a-h tK') =— i-r , 

^ an tt - A- sn a 

dn(M-f-K)= -i — » dn(a-f- tK') = — i , 

' dnw ^ snu 

sn(a-i-K-+-iK') = -^ , 

A en a 

— ik' 

en(M-+- K-+- iK') = -, , 

A en M 

dn(M-+-KH-iK')= tA'^^, 
' ena 

sn(M -h 2K) = -- sna, sn(a-4- 21K') = sna, 
cn(a-f- aK) = — ena, en(M-+- 2tK') = — ena, 
dn(tt-+-2K)= dna, dn(tt -t- a*K') =— dnu. 



Argument purement imaginaire. — Relation entre pu et sna. 

sn(mlK,.K)~.^^^^-^j^r-î^, 

en(M|K',tK) '^ sn«(wv/ei- e,) 

^"^^"'^-^^)= en(i.|K-,.-K) ' 



4o6 



RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 



Valeurs réelles de snu, en m, dna quand K et K' sont réels {fig> a8), 
OA = K, OB == K', 



u 





A 


C 


B 


snu 





I 


I 
k 


00 


u 


A 





B 




cnie 


o 


I 


00 




u 


C 


A 





B 


dnu 


o 


k' 


1 


00 



Fig. 28 



A a; 



Formules d'addition. 



cna = cnKcn(u — a)H- snttsn(tt — a)dna. 
sn* M -I- en* M = I , 
^* sn> w -+- an» tt = i, 

sn u CD (> dn p + sn p en u dn u 



sn(a-i- p) = 
cn(«-+-p) = 
dn(«-h v) = 



I — X:* sn*a sn*p 

cni^ cnp — snusnpdnzidnp 
1 — k^ sn*Msn"p 

dnu dnp — A** snu snp cnacnp 
I — k^ 5n*«sn'p 



Dérivées. 



dsnu 

~dir 



= ^cnudnM, l/^^ = ^\{o). 
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Si Ton suppose K et K' liées par la condition 



v^ 



TU 



d(STÏU) , 

= cnuanUy 



du 
d(cnu) 

du 
d(dnu) 



= — snudnu, 
= — k^snucnu. 



du 
Développements en séries entières. 



=K*-J) 



sntt = M -- 'ika -+- 4^*(a*-+-3) 



1.2.3 1.2.3.4*5 

u^ 



-8A-3(a»-H33a) 



1.2.3.4.5.6.7 



^°" = '--r^-^(^^^^')r.2"x4-(^^^^^'^'^^^ ^.2.3"U 

dn tt = I — A:» — + A:î( 4 4- A-» ) -^^ 
1.2 '1.2.3.4 



FIN. 



ERRATA. 



Page 3i, formule (3i), remplacer z par u. 

Page 367, formule du bas de la page et page 368, première formule, mettre 

artout des signes +. 



partout des signes 



V 
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